LO

\YAFINANZAS]

@,

ERRE R@,

|

JOIERANCISCOIEDUARDO T@SCAN
" ANGELEDUARD' R@Q&GUEZ S
C*ARINA DELJ%ROCI@ CEVALLOS RAM@S

JANGEL GERARE)O CASTELO smﬁ"’




—

MATEMATICA Il
APLICADA A LA
ADMINISTRACION Y
FINANZAS

Toscano Guerrero Francisco Eduardo
Rodriguez Solarte Angel Eduardo
Cevallos Ramos Carina del Rocio

Castelo Salazar Angel Gerardo

l&



MATEMATICA || APLICADA A LA ADMINISTRACION Y FINANZAS

© Autores

Toscano Guerrero Francisco Eduardo
Https://Orcid.org/0000-0002-3951-7774

Rodriguez Solarte Angel Eduardo
Https://Orcid.org/0000-0001-6023-3170

Cevallos Ramos Carina Del Rocio
Https://Orcid.org/0000-0001-6639-9577

Castelo Salazar Angel Gerardo
Https://Orcid.org/0000-0003-3859-6105

S



https://orcid.org/0000-0002-3951-7774
https://orcid.org/0000-0001-6023-3170
https://orcid.org/0000-0001-6639-9577
https://orcid.org/0000-0003-3859-6105

© Autores

TOSCANO GUERRERO FRANCISCO EDUARDO
Escuela Superior Politécnica de Chimborazo. ESPOCH

RODRIGUEZ SOLARTE ANGEL EDUARDO
Escuela Superior Politécnica de Chimborazo. ESPOCH

CEVALLOS RAMOS CARINA DEL ROCIO
Escuela Superior Politécnica de Chimborazo. ESPOCH

CASTELO SALAZAR ANGEL GERARDO
Escuela Superior Politécnica de Chimborazo. ESPOCH




Casa Editora del Polo - CASEDELPO CIA. LTDA.

Departamento de Edicién

Editado y distribuido por:

Editorial: Casa Editora del Polo

Sello Editorial: 978-9942-816

Manta, Manabi, Ecuador. 2019

Teléfono: (05) 6051775 / 0991871420

Web: www.casedelpo.com

ISBN: 978-9942}-621-62-7

DOI: https://doi.org/10.23857/ 978-9942-621-62-7

© Primera edicién
© Febrero - 2024
Impreso en Ecuador

Revision, Ortografia y Redaccion:
Lic. Jessica Mero Vélez

Disefio de Portada:
Michael Josué Suarez-Espinar

Diagramacion:
Ing. Edwin Alejandro Delgado-Veliz

Director Editorial:
Dra. Tibisay Milene Lamus-Garcia

Todos los libros publicados por la Casa Editora del Polo, son sometidos previamente
a un proceso de evaluacion realizado por arbitros calificados.

Este es un libro digital y fisico, destinado Gnicamente al uso personal y colectivo en
trabajos académicos de investigacion, docencia y difusion del Conocimiento, donde
se debe brindar crédito de manera adecuada a los autores.

© Reservados todos los derechos. Queda estrictamente prohibida, sin la
autorizacion expresa de los autores, bajo las sanciones establecidas en las leyes, la
reproduccidn parcial o total de este contenido, por cualquier medio o
procedimiento parcial o total de este contenido, por cualquier medio o
procedimiento.




Comité Cientifico Académico
Dr. Lucio Noriero-Escalante
Universidad Auténoma de Chapingo, México

Dra. Yorkanda Maso-Dominico
Instituto Tecnoldgico de la Construccion, México

Dr. Juan Pedro Machado-Castillo
Universidad de Granma, Bayamo. M.N. Cuba

Dra. Fanny Miriam Sanabria-Boudri
Universidad Nacional Enrique Guzman y Valle, Perd

Dra. Jennifer Quintero-Medina
Universidad Privada Dr. Rafael Belloso Chacin, Venezuela

Dr. Félix Colina-Ysea
Universidad SISE. Lima, Pera

Dr. Reinaldo Velasco
Universidad Bolivariana de Venezuela, Venezuela

Dra. Lenys Pifia-Ferrer
Universidad Rafael Belloso Chacin, Maracaibo, Venezuela

Dr. José Javier Nuvaez-Castillo
Universidad Cooperativa de Colombia, Santa Marta,
Colombia




Constancia de Arbitraje

La Casa Editora del Polo, hace constar que este libro proviene
de una investigacion realizada por los autores, siendo sometido
a un arbitraje bajo el sistema de doble ciego (peer review), de
contenido y forma por jurados especialistas. Ademas, se realizd
una revision del enfoque, paradigma y método investigativo;
desde la matriz epistémica asumida por los autores, aplicandose
las normas APA, Sexta Edicion, proceso de anti plagio en linea

Plagiarisma, garantizandose asi la cientificidad de la obra.

Comité Editorial
Abg. Néstor D. Suérez-Montes
Casa Editora del Polo (CASEDELPO)

Dra. Juana Cecilia-Ojeda
Universidad del Zulia, Maracaibo, Venezuela

Dra. Maritza Berenguer-Gouarnaluses
Universidad Santiago de Cuba, Santiago de Cuba, Cuba

Dr. Victor Reinaldo Jama-Zambrano
Universidad Laica Eloy Alfaro de Manabi, Ext. Chone




Contenido

CAPITULO Lot 8
FUNCIONES FUNDAMENTALES ..o, 9
NOTACION DE FUNCION. ......c.cvrrrersreeeesreeeseeserienens 9
CLASES DE FUNCIONES REALES. .......cccoovvevvernnans 10
FUNCION POLINOMIAL. .....c.oviverieeieieeesesieseeeenins 10
FUNCION CONSTANTE ....cooviieeeieeeeeeee e 10
FUNCION LINEAL ...oeveeveeveveeeeeeeeseeesssvnsenen s 10
FUNCION CUADRATICA.........o.oovieieerreesrsesseseieieninns 10
FUNCION RACIONAL ......ooovvieiceceeieeseeee s 10
FUNCION INYECTIVA. ...oovivieeeeeeeeeeeeeeseseesee s 13
FUNCION SOBREYECTIVA. ....ccovirieieseseenreseieeninns 14
FUNCION BIYECTIVA. ....oveveeeeeeereeessessesee s 14
COMPOSICION DE FUNCIONES. .....cooovveeerireenins 16
FUNCION INVERSA . ....c...coiveeeieeeeeeeeeeeeeees s 17
FUNCIONES EXPONENCIALES........ccooovvivniviieienians 18
DEFINICION DE FUNCION EXPONENCIAL Y
FORMALIZACION. .......oooviveeicieseceeeeeseeee e 19

(07N = 1 110 1 1 T 22
LIMITES. oot 23
CONTENIDO DE LIMITES .....oviviiireeeeeeeseeeseeenins 24
LIMITE DE UNA VARIABLE. .......coooveeeeeereeeeenan, 24
LIMITE DE UNA FUNCION. ....cccooovveireeeeeeeeeeiens 25
LIMITES A DERECHA Y A IZQUIERDA..................... 26
APROXIMACION AL LIMITE. ...oiveieeieeereeersierienens 26

PROPIEDADES DE LOS LIMITES......cccooeveieieierenans 29




APLICACIONES DE LAS PROPIEDADES................... 31

CALCULO DE LIMITES......o.iviiiiieieeseseeeeseesieseseeninns 33
CALCULO DE LIMITES ALGEBRAICOS...........c........ 33
VALOR DEFINIDO .....oooviversesieriieereeeresesss s, 34
OPERACION NO DEFINIDA O INDETERMINADA... 35
LIMITES AL INFINITO - LIMITES ESPECIALES........ 51
CALCULO DE LIMITES AL INFINITO EN FUNCIONES
ALGEBRAICAS........oovieeeereeeesierereresesssesss s, 52
CAPITULO H oo, 58
LA DERIVADA ..o, 59
INCREMENTO ...ooooviieisisveeee e, 60
DEFINICION DE DERIVADA........ccooovvevsnrenienerinean. 62
NOTACION DE DERIVADA.........coooovvesseeeresenenean. 62
CALCULO DE LA DERIVADA. ......coovveeeeeeeeerreens 63
INTERPRETACION GEOMETRICA DE LA DERIVADA.
......................................................................................... 110
APLICACION DE LA DERIVADA — OPTIMIZACION.
......................................................................................... 112
CONTENIDO FUNCION CRECIENTE Y
DECRECIENTE ..ot 113
FUNCION ESTACIONARIA. .....co.ovivieireeessereeneae 115
MAXIMOS Y MINIMOS........ooooereeeereeerseeeeeeneae 116
MAXIMO RELATIVO.......o.oooeeieeeeieeeeeeereeenienienenines 117
MINIMO RELATIVO .....ooovveveieeeeeeeeeeeeeeeiesee s 117
CONCAVIDAD Y CONVEXIDAD. ......ccccoovvvrrerernnn. 118
CONVEXA ....oooeeeveeeeeseeeeeereseeeesseses s 118



CONCAVA ...ttt 120

CRITERIO DE LA PRIMERA DERIVADA.................. 122
CRITERIO DE LA SEGUNDA DERIVADA. .............. 123
PUNTO DE INFLEXION. ......co.ovvirireeiieiseseeeenisnenes 125
OPTIMIZACION. ..o 132

CAPITULO IV ., 135
APLICACIONES........ooieeeeieeeeeeseee s, 136

CAPITULO V oo 149
LA INTEGRAL w..coooiveeeeeeeeeeeeeesesee e 149
OPERACIONES CONTRARIAS.........coovvereeeeerrenens 150
CONSTANTE DE INTEGRACION ........cccovvvvernran. 150
FORMULA DE INTEGRALES .......ccocooevvieieierenisns 151
CAMBIO DE VARIABLE ........coovvieieeeseeeeeeeereenae 152
INTEGRACION POR PARTES.......cooviieeeeeeeseeenis 152
INTEGRAL DEFINIDA .......oooiviveeireeeeseeeeereneseeenn, 156

BIBLIOGRAFIA ..., 161




MATEMATICA 1l APLICADA A LA ADMINISTRACION Y FINANZAS

CAPITULO I




MATEMATICA 1l APLICADA A LA ADMINISTRACION Y FINANZAS

NOTACION DE FUNCION.

Si un x e A esté correspondiéndose mediante f conuny € B,
escribiremos.
A—>B
x — y =f(x), Se dice la regla de correspondencia,
donde y es la Imagen por fdex € A

El conjunto A se llama DOMINIO de la funciény corresponde
al conjunto de nimeros reales para los que esta definida la
aplicacion.

El conjunto B se llama RECORRIDO de la funcion y
corresponde al conjunto de numeros reales que son imagenes
del conjunto A. (Estevez, B., 2015)

NOTA: y =f(x) <=> (x; y) ef. Asi:

A f B
—

Figura 1. Dominio y Recorrido
De este Figura podemos deducir que y = f(x) = x/2 luego:

y=f(1)=1/2 = (1; 1/2) ef
y=f(2) =22 < (2;1) ef
y=f(3)=3/2 = (3;3/2) e f
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y="F(4)=4/2 = (4;2) ef
y=f(5=52 < (5:5/2) e f

CLASES DE FUNCIONES REALES.

FUNCION POLINOMIAL.

P es una funcion Polindmica si esté definida por:
P:R—>R
X — P (X)= ao+aix+azx?+...+anx"

Donde: ao: ai:...; an son numeros reales, fijos y se llaman los
coeficientes del polinomio.

Si an # 0, entonces n es el grado del polinomio.

(Granville, W., 1985)

Entre las funciones polinomiales tenemos:

FUNCION CONSTANTE

P (X)=ao
FUNCION LINEAL

P (x)= aot+aix
FUNCION CUADRATICA

P (x)= aq+611X+a2X2
FUNCION RACIONAL

ag +aXx+a,x, +...+a,X,
b, +b,Xx+b,Xx, +...+b,X,

R (x)=

Si P es una funcién real, podemos escribir funciones tales
como:

P(x) =2 Esuna funcion polinomial de grado cero (0) Porque:
P (X) = 2 Puede escribirse. P(x) =2 = 2. 1 = 2.x°, Entonces: ao
=2

n = 0 grado de la funcién polinomial.

10
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En la funcion polinomial P (x) = 1— 3x+4x? tenemos que:
a=1

a; =-3

a2 = 4, n= 2 (Grado de la funcién polinomial)

En P(X)=7/3- /2 X-x?+7/4 X3, tenemos que:

ap=7/31
ai =- \/E
a=-1

az = 1/2, n= 3 (Grado de la funcién polinomial) (Estevez, B.,
2015)

EJERCICIO:

A. Decir si las siguientes relaciones definen una funcion
Polindémica y justifique la respuesta:

f(x)= x-5 f(x)= -2 f(x)= 0

f(x)= x?-1

f(x)= /x fx)= Ix° f(x)= 1/
x+1

f(X): ﬁ

f(x)= x3-2x2+x°2 f(x)= %

B. Sea f una funcion de R en R definida por f(x) = x?-3x+4,
Calcular:
f(2)=(2)%-3(2) +4=4-6 +4=2

11
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C. Sea f una funcion de Z en Z definida por f(x) = x? + 3x -4,
calcular:

D. Sea f una funcion de R en R definida asi:
1 si Xx €eQ
f(x)=
X+ 1 si X ¢ Q
f(-3/7) =1

F(0,78) =
E. Cudl es la notacion de las siguientes funciones de R en R.
1.- f, Asocia a cada namero real su opuesto
FR—>R
X — f(x) =-x

2. g, asocia a cada numero real su cubo.

SOIUCTON. et
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3. h, asocia a cada nimero real su cuadrado menos 1
SOOI UCTON. ettt e

4. k, asocia a cada numero real el namero -5

SOIUCION. .
5. f es una funcién de Q en Q que asocia a cada numero
racional con su opuesto sumando

6. g, es una funcion de Q en Q que asocia a cada nimero entero
a una potencia de base 2 del mismo nimero.

F.- Sea la funcion de R en R definida por f(x) =2x-3/5, cuél es
el elemento del dominio que tenga -3/4 como
IMAGENT.c..c i

G.- Si f es una funcidn real definida por f(x) = 2)(5—_3 Cual es

el elemento que tiene por imagen: 0
3X+2

Xx-1

H.- Sea una funcion f de R- {1} en R definida por f(x) =

, cudl es el elemento del dominio que tenga imagen el 2.

FUNCION INYECTIVA.

Sea f una funcién:
fA—>B
x > y=71(x),
Se dice que es una funcion INYECTIVA si.
YV X1, X2 € A, con
f (x1) =f(x2) = x1 =x2 (Estevez, B., 2015)

EJEMPLOS
DfR->R
x— f(x) =x3
SOL: f (x1) = f(x2)
X33 = %3

13
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X1 =Xz = funcién Inyectiva

2)R—> R
x— f(X) = %2
SOL: f (x1) = f(x2)
X1? = X2? (-2)*= (2
X1 #X2 = Funcion NO Inyectiva. -2 #£2

NOTA: Graficamente podemos ver si una funcion es inyectiva
0 no, trazando paralelas al eje x. Si alguna de estas corta a la
grafica en dos 0 més puntos, la funcion no sera inyectiva, en
caso contrario sera inyectiva. (Estevez, B., 2015)

FUNCION SOBREYECTIVA.

Se dice que wuna funcion es SOBREYECTIVA o
SURYECTIVA ssi.

Vy e B, I3xeA tq

fx)=y

EJEMPLOS:
Hf:R->R
x— f(x) = sen(x); (funcion NO Sobreyectiva)

2)f.R—> R"
x— f(x) =x? (funcién Sobreyectiva)

NOTA: Graficamente podemos ver si una aplicacion es
Sobreyectiva 0 no. Sea y un elemento del conjunto de llegada,
si la recta paralela al eje x que pasa por y corta al menos en un
punto de la funcion, entonces T sera Sobreyectiva, caso
contrario no lo sera. (Granville, W., 1985)

FUNCION BIYECTIVA.

Cuando una funcion es Inyectiva y Sobreyectiva a la vez, se
dira BIYECTIVA.

EJEMPLO:
1) fR>R

14
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x— f(x) = 2x-5
OBSERV ACION:
Si A->B

Es una funcion Biyectiva entonces: Cardinalidad
(A)=Cardinalidad (B) (Granville, W., 1985)

EJERCICIO. -

1. Determinar si las siguientes relaciones son funciones y en
caso afirmativo verificar si son inyectivas, sobreyectivas o
biyectivas.

a) R 7 R;f(X)=(x-1)/(x-2)

b) f:R = R;f(x)=|x|:x y f (0)=0,
c) f:R ™ R;f(x)= |x|x

d) f:R = R; f(x)=x-|X

e) f:R*™ R; f(x)=1-2/x?

2. Comprobar que las siguientes funciones son biyectivas.
a) . R —> R, definida por
-X, para, Xx<0
f(x)=
-Jx , para, x>0

b) f: R— -1/, definida por
X

=1

15
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COMPOSICION DE FUNCIONES.

Seaf: A — B, unafuncionde AenB,y g: C—>D, otra
funcién de C en D, tal que

f(A)c C
Entonces podemos formar h=gof (f compuesto con g).

h: A — D, tal que h(x)=(gof)(x)=g(f(x))

Figura 2. Composicion de Funciones

EJEMPLO:
f:R->R
x— f(X) = 2x-5
gR—->R
X— g(x)=sen(x)

h:R >R
X = h(x)=(fog) (X)=f(g(x))=f(sen(x))=2sen(x)-5

EJERCICIO .-
1) Sea f(x)=x? + 2x + 1; g(x)=-x+2; calcular gof y fog.

2) Calcular gof y fog donde

16
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f(X)= X + X ; si...x>0;

g(X)=x++/Xx; si.....x>0;
3) Expresar f como composicion de dos o mas funciones

f(x)=(ax?+bx+c)*
X+1

f(x)=
) x?+1

4) Determinar gof y fog Si:

2
x*+1, si.|x| <1 X +1,
4
si. [X <1
f(x)= . g(x)=
X2+l,si.|x| >1 1-x],
si. |x|>1

FUNCION INVERSA.

Seaf: A — B una funcidn. Si existe otra funcién
g-A — B, g

(fog) (X)=(goh) (X)=X,

Diremos que g es la inversa de f, y la indicaremos con
g="f! (Estevez, B., 2015)

TEOREMA
Una funcién admite inversa ssi es biyectiva.

NOTA: Cuando una funcién no es biyectiva, se puede
restringir el conjunto de salida y el de llegada para lograr que

17



MATEMATICA 1l APLICADA A LA ADMINISTRACION Y FINANZAS

se cumpla el teorema y hallar su inversa, como por ejemplo el
caso de las funciones trigonométricas. (Granville, W., 1985)

EJEMPLO.
Seaf: R — R, con f(x)= (2x-5)/7;

Su inversa serd g: R — R, con g(y)=(7y+5)/2
(fo)(x)=F[g(x)]=f[(7x +5/2)]
2[(7x +5)/2]-5/7=x
EJERCICIO. -

Hallar la inversa de tres funciones de los ejemplos anteriores.

FUNCIONES EXPONENCIALES.

Para poder llegar a la definicion de funciones exponenciales
primeramente partimos de la definicién de la potencia de un
namero positivo cuando el exponente es un nimero racional,
por ejemplo 2% esta definido para cualquier valor racional de x.
(Estevez, B., 2015)

EJEMPLO.
25 0% 2x2x2x2 =32 023-3[p2

20 =1

273 = ¥, =18

No, es tan simple definir 2* cuando x es un namero irracional
por ejemplo que significa ¢, 239, La definicion de la potencia
irracional de un nimero positivo requiere un punto de vista mas
avanzado sin embargo puede darse una indicacion intuitiva de
que las potencias irracionales de nimeros positivos pueden

existir mostrando como puede interpretarse el significado de
V3
2V°,

18
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TEOREMA: si r y X son numeros racionales entonces:
i)Sib>1: r <simplica que b"< b®
ii)Sio<b<1: r <simplica que b"> b?

Luego de +/3 se puede tener un valor aproximado.

J3=1.7321
2t <« 217 22

DEFINICION DE FUNCION EXPONENCIAL Y
FORMALIZACION.

SI b>0y b =1, entonces la funcion exponencial con base b
es la funcion f definida por f(x) =b*.

El dominio de f es el conjunto de los numeros reales y su
codominio es el conjunto de los nimeros positivos.

Obsérvese que si b =1, se convierte en f(x) =1, pero si x es

un nimero real cualquiera, entonces 1* =1, y por tanto se tiene
una funcion constante. Por esta razon se impone la condicion
de que b =1 en la definicion anterior. (Granville, W., 1985)

EJEMPLOS.
Si tenemos la funcion exponencial con base 2, es la funcion F

tal que F(x) = 2*.
Construimos la siguiente tabla:

X |1-3]-2[-1]0]1]2]3
XN ¥\ vl x|1]2(4|8
Tabla 1. Funcion Exponencial

19
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)
7 jf
f
5 /
4 o
3
2 1
=__|L—-J"f.-.«
-4 -2 0 2 4

Figura 3. Funcion f(x) = 2*

La funcion es creciente ya que la base (2) es mayor que 1.
Veamos una funcién con la base menor que 1.

Tabla 2. Funcién Creciente

|

|1

L

[am] a3 f= oh R 0o oo
=
[

e
s
L

Figura 4. La funcion es decreciente.

20
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Aplicacion:

1. Graficar las siguientes funciones exponenciales.

a) y=2"
b) y =3~
c)y=x>
dyy=x7?

21
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CAPITULO II

22
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PRESENTACION

Nadie en su sano juicio puede sugerir que no se debe comenzar
un curso de célculo diferencial con la teoria de limites, en otras
palabras, cualquier estudiante estd preparado para aceptar
como intuitivamente obvia la nocién de limite y sus
propiedades basicas. (Granville, W., 1985)

En el desarrollo de este capitulo, comenzamos con una idea
intuitiva de limite de una funcion para luego pasar a una
formalizacion de la teoria de los limites sin tratar de entrar en
la rigurosidad de la matematica.

Para esto, debemos hacer un formulario con las propiedades de
los limites que usaremos en el desarrollo de este mddulo, solo
para estar seguros de lo que suponemos respecto de ellos y
también para dar al estudiante, técnicas o artificios sobre el
calculo de limites de funciones algebraicas y transcendentes.

Como una aplicacion del concepto limite, se tiene la
continuidad de funciones, que se refiere aquellas que no
presentan vacios en sus graficas. Estas ideas son las que nos
proponemos desarrollar en este capitulo. (Estevez, B., 2015)
OBJETIVOS.
- Internalizar en el estudiante el concepto de limite.
- Aplicar correctamente las propiedadesy artificios, en
la resolucion de ejercicios.
- Desarrollar la capacidad intelectual del estudiante para
que pueda comprender la aplicacion de los limites de

una funcion.

23



MATEMATICA 1l APLICADA A LA ADMINISTRACION Y FINANZAS

- Explicar la continuidad de una funcion en un punto.
- Determinar si una funcién es continua o no, aplicando

la definicion de continuidad.

ORIENTACION METODOLOGICA

El estudio de este Capitulo lo debe efectuar por etapas, asi se
recomienda iniciar el estudio de limites con: limite de una
variable (idea intuitiva de limite), limite de una funcién, limites
a derechay a izquierda, propiedades los limites, y luego que se
haya logrado una buena comprension de esta parte, pasar a la
siguiente, en la que se trata de la aplicacién de artificios en la
resolucion de limites algebraicos y trascendentes.

Por altimo, estudie la continuidad como una aplicacion de los
limites. (Estevez, B., 2015)

Se le recomienda hacer un formulario con las propiedades y los
artificios utilizados, para que luego pueda ser utilizado en la
resolucion de los ejercicios propuestos.

CONTENIDO DE LIMITES
LIMITE DE UNA VARIABLE.

La nocion de una variable que se aproxima a un limite se
encuentra por ejemplo en la geometria elemental cuando
consideramos el area de un circulo Acy el area de un poligono
inscrito Ap con un primero n cualquiera de los lados, y se
supone que n crece infinitamente. Esta area variable Ap area
del poligono tiende hacia el limite que es el area del circulo Ac.

24
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En este caso la variable &rea de un poligono Ap aumenta
indefinidamente y la diferencia area del poligono menos area

del circulo \Ap—Ac\ va disminuyendo, hasta que finalmente
Ilega a ser menor que cualquier numero positivo escogido de
ante mano sin importar lo pequefio que este haya escogido. De
la misma manera si consideramos un poligono circunscrito de
n lados. (Lara, J. Arroba, J., 1998)

El concepto de limite de una variable se precisa mediante la
siguiente definicion.

“Se dice que una variable x tiende a una constante a, como
limite, cuando los valores sucesivos de x son tales que el valor

- : . IX—a .
numérico de la diferencia ‘ ‘ puede llegar a ser, finalmente,

menor que cualquier nimero positivo predeterminado, tan
pequeiio como se quiera” (Leithold, L., 1992)

La relacion asf definida se escribe IMX=a por conveniencia,
nos serviremos de la notacion X =@ que se leera: “x tiende
hacia el limite a” 0, mas brevemente “x tiende a a”.

LIMITE DE UNA FUNCION.

Se tiene una variable x y una funcion dada f(x); y se supone que
la variable x recibe valores tales que X — & . Tenemos entonces
que examinar los valores de la variable dependiente f(x) e
investigar, particularmente, si f(x) tiende también a un limite.

Si efectivamente existe una constante “A” tal que limf(x) = A
limf(x)=A

, entonces se expresa esta relacion escribiendo:  x—a

y se leera “el limite de f(x) cuando X tiende a “a” es “A”.

“La nocion fundamental del concepto del limite de una funcion

es la de que siempre que X se aproxime a “a”, ya sea por la

derecha como por la izquierda, sin llegar nunca a alcanzar este

valor, f(x) se aproxima a “A”. (Estevez, B., 2015)
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LIMITES A DERECHA Y A IZQUIERDA.

Si consideramos que a es fijo y x es mavil, entonces x puede
acercarse a a, por laizquierda o por la derecha, lo cual se indica

. - + .
escribiendo X 2@ y X—>a  respectivamente.

Por lo tanto:
limf(x)=A,
x—a* Se denomina limite a la
derecha
N
limf(x)=A,
xa Se denomina limite a la izquierda

Es evidente que la existencia de lim f(x), implica la del limite
por la izquierda y la del limite por la derecha no implica
necesariamente la existencia del limite por la izquierda y
viceversa. (Purcell, E. y Varberg, D., 1993)
~limf(x)=A
X—a SSS
limf(x)=limf(x)=A

x—a* X—a

NOTA: Si los limites laterales son diferentes, entonces

“NO EXISTE” limite. Esto es valido si el limite es £
APROXIMACION AL LIMITE.

El limite de una funcion estd intimamente unido a su
representacion grafica, y a la interpretacion de esta, debido a
que lo que nos indica es el comportamiento o tendencia de la
gréfica. Por esta razon, el concepto de limite es basico en el
analisis matematico. A continuacion procedemos a calcular el
limite de una funcién en el punto mediante el uso de las tablas
de valores. Asi por ejemplo. (Estevez, B., 2015)
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U2
1. Dada la funcion TO)=X"=1 cajcular su limite A

cuando X —>2,

Para esto consideremos valores cercanos a 2, tanto a la
izquierda como por la derecha, de acuerdo a la siguiente tabla.

dizq S der

X 1.9 |1.991.999|1.9999 2 |2.0001|2001|201|21

f(x) | 2.61 | 2.96 | 2.996 | 2.9996 | 3 | 3.0004 | 3.004 | 3.04 | 3.41

> izg > der

Tabla3. Aproximacion al Limite

Podemos ver que a medida que tomamos valores de x mas
préximos a 2, tanto por la izquierda como por la derecha, los
valores de f(x) se aproximan a 3.

Iim(x2 -1)=3
Entonces: X2

Si representamos en un sistema cartesiano tenemos:

A

»
»

Figura 5. Funcion Creciente
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Del Figura podemos concluir, que mientras mas nos acercamos

. . o . .
al valor que tiende a x, el incremento 3 a izquierda a derecha
se va haciendo mas pequefio:

1.99<2<2.01 3=0.01
1.999<2<2.001 3 =0.001

lo mismo sucede en el eje de los limites, en el cual mientras

, ;. . (S
mas nos acercamos al valor del limite, el incremento ‘ ‘se va
haciendo mé&s pequefio:

2.96<3<3.04 €=0.04
2.996<3<3.004 €=0.004

como conclusion podemos sacar que la variable x, tiende al
limite 2 cuando los valores sucesivos en x son tales que el valor

- i . |X=2 .
numérico de la diferencia ‘ ‘ puede ser finalmente, menor,

que cualquier nimero positivo predeterminado, tan pequefio
como se quiera. (Leithold, L., 1992)

2_ —
1:(X):Zx X—-4

2. Sea la funcion X—4  cCalcular el limite

A, cuando X >4

Consideremos valores cercanos a 4, de acuerdo a la siguiente
tabla.

3 32 |34 |36 [38 |39 |4 41 |42 |44 |46 |48

f(x)

0 2 8

7 74 |78 |82 |86 |88 0 92 |94 |98 | 10. | 10.

11

Tabla 4. Aproximacion al Limite
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Entonces: *~* X—4 0

Pero esto no significa que no existe el limite de f(x) cuando
X—4  por lo tanto més adelante vamos a estudiar cémo
resolver los limites en los cuales se producen
c 0 o
3 —3090,00 00,075 00° 17
indeterminaciones tales como 0 0

En lo que sigue, establecemos las propiedades de los limites y
se da una técnica que nos permite calcular muchos limites de
funciones algebraicas sin tener que recurrir ni a tablas de
valores ni a gréficas. (Estevez, B., 2015)

El uso de las tablas de valores y gréficas para calcular el limite
de una funcion esta bien para introducir el concepto y aclarar
su significado, sin embargo, se puede tener problemas tales
como:
La grafica de la funcién puede resultar dificil de trazar.
El uso de la calculadora resulta un tanto complicado
No siempre el valor que se puede inferir de la tabla es

correcto.

Como sucede muy a menudo en Matematica, se puede tomar
atajos que nos permiten efectuar el célculo de limite
rapidamente. Esto se logra con el uso adecuado de algunas
propiedades de los limites. (Granville, W., 1985)

PROPIEDADES DE LOS LIMITES

1. El limite de una constante k cuando X = @es igual a la
constante:
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limk =k

X—a

El limite de la funcién identidad cuando X — @es a:

limk=a

X—a

El limite del producto de una constante por una funcion,
es igual a la constante por el limite de la funcion cuando

X—a

lim{c.f ()] = c.lim f (x)

El limite de la suma resta de dos o mas funciones
cuando X =@ es igual a la suma o resta de los limites

de dichas funciones cuando X &,

limlf (x) £ g()] = limf (x)  lim g(x)

El limite del producto de dos funciones cuando X =&
es igual al producto de los limites de las funciones

cuando X—@,

lim|f (x).9(x)] = lim f (x).lim g(x)

El limite del cociente de dos funciones cuando X =@,
es igual al cociente de los limites de las funciones

cuando X—@,

im f(X) _ I|mf(x)

X—a

=2g(x)  limg(x)
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7. El limite de una potencia de una funcion cuando X —> @&

, s igual a la potencia del limite de la funcion cuando
X—a

lim[f (x)]" = [iim £ (x)]

X—a

n€ Z (enteros), si n

el = f(a) #0
. v _ i n
!('ﬂ[f(x)] h,'ﬂf(x)jy n€ N (natural), si n

e pares=f(a)=0

N lim[in(x)] = In[lim f (x)|

lim £ ()2 = [lim £ (x) .0
limif (x)| = lim f x‘
10. X_’a‘ ( )‘ x—a ( )

(Leithold, L. , 1992)
APLICACIONES DE LAS PROPIEDADES

lim(x +15)= lim x +1im15

1 X—3 x—3

=3+15=18

lim(x —15) = limx — lim15

2. X—3 X—3 X—3
= 3—15 - —12
Iirrg(4x): 4lim x

=45=20
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limx+5 Ilimx+I1lim5

H X+5 x—5 X—5 X—5
lim =x == -
x>5x -5 |limx-5 Ilimx-lim5
X—5 X—5 X—5
:3+5 §
3-5 2
- 3_ - _ 3_
c leanx _[Ll_rngB_Z =8
g, o= i = /A =2
7. |IFT;(X +2X — 3)_I|mx +lim 2x —1im 3
:himx}+2Iimx—lim3
—2 X—2 X—>2
=224+22-3
=4+4-3=5
8.

i N4 -1 Ilm(«/ 4—1) lim-/x+4-lim1 W—L@gl
5 x? 42 +1 hm@x+ +ﬂ H@%x2+2+ﬁql vﬂﬁ?gzmﬁ§+hml

X—5 X—5
~B+4-1 3-1 2 1
3/25+2+1 3+1 4 2

lim x* lexjx'mx =22=4

9_ X—2

(Demidovich, B., 1980)
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NOTA: Si observamos los ejercicios resueltos nos podemos dar
cuenta que basta evaluar la funcién en el valor al que tiende x.

Pero la evaluacion directa no siempre funciona, asi por

ejemplo:
_x*=4 0
lim =—
2 x-2 0 y esto es una operacién no definida

por lo que a continuacion exponemos la siguiente
recomendacion para calcular limites.

CALCULO DE LIMITES

En el calculo de limites vamos a tener: limites determinados e
indeterminados

Limite determinado o definido es aquel que se obtiene al
evaluar la funcion en el valor hacia el que x tiende el valor del
limite. En caso contrario se dice que es indeterminado.
(Estevez, B., 2015)

Existen varias formas indeterminadas, entre las que tenemos:

c 0 o

o0 —00,0.0;0%;00%:1”

00 o

Cuando al intentar un limite se obtiene una forma
indeterminada debemos utilizar un artificio que nos permita

“salvar o levantar” la indeterminacion.
(Lara, J. Arroba, J., 1998)

CALCULO DE LIMITES ALGEBRAICOS.

1) Cuando la variable x solo se encuentra en numeradores. -
Evaluar la funcion en el valor al que tiende x con lo que
obtendra A. Esto es:

33



MATEMATICA 1l APLICADA A LA ADMINISTRACION Y FINANZAS

limf(x)=A

X—a

NOTA: No se debe sacar como conclusion que

lim f (x) = f(a) de la teoria sabemos que la variable “x”” nunca
X—a

llega a serigual a “a”.

EJERCICIOS RESUELTOS

L. lim(5x) =5(2) =10

2. lim(2x+3) =2(2) +3=7

3. lim(x* —4x+1) = (2)? -4(2) +1=-3
lim(h? —4h +1) = h* — 4h +1
Ixim(4x3+2x2—6x+7):256+32—24+7:271

Iin’l =+/25—-%x%® =./25-16 =-/9 =3
Iin; = [5«/x3 —3x+4]=5x/8—6+4 =5.6

2) Cuando la variable se encuentra en numeradores y
denominadores.- reemplazar “a” por “x”. Puede ocurrir que
este valor evaluado serd definido o no definido.

f(x)
lim o\

En xa 9(X) 4 reemplazar “a” por “X” puede ocurrir que:

. f(x) f(@)

2.1) f on O=lim—~%-=—7

) f(a)#0"g(a) 0= X@ag(x) 1@
VALOR DEFINIDO

(Purcell, E. y Varberg, D., 1993)
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EJERCICIOS RESUELTOS

.. X=-2 3-2 1
1. lim = ==
x>3X+2 3+2 5

2. lim 3x+4 3(1)+4:Z

-l x24+1 M2+1 2

pmo 3X=2  _ 3m-2 -5 _ 1
x>14x? -5x+1 4(1)*-5(1)+1 4+5+1 2

2.2) f(a) = 0°g(a) 0= | im - ) ) _ 0 _
x>29g(x) 9(a)
VAL OR DEEINIDO
EJERCICIOS:
2 2
1 IimX —4:(2) —4:4—4:9:

x>2x?+4 (2°+4 4+4 8

) Iimx2—5x+6_(2)2—5(2)+6_4—10+6_ 0
C o2 x2-9 (2)° 4-9 -5

f(x) 0
2.3) f(a) =0~ 0= li ke
) f(2)=0"g(@)=0=lim ~ = M) "0

OPERACION NO DEFINIDA O INDETERMINADA

- Para levantar la indeterminacion, simplificar el factor

(x-a). Este es factor de f(x) ~g(x).
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- Si f(x) y/o g(x) son funciones con radicales de dos o
mas términos, para simplificar el factor (x-a) que
produce la indeterminacion, primero racionalizar los
radicales. (Lara, J. Arroba, J., 1998)

EJERCICIOS:
. x*=27 0 . L
1. lim =—para levantar la indeterminacion,
x> x-3 0

tenemos que simplificar el factor (x-3)

Lim (x=3)(x* +3x+9)

=9+9+9=27
X—3 X—3
| imx;él—g
o xo4x?—x-12 0
X—4 . 1 1

lim————=1I1im
>4 (X—-4)(Xx+3) =4x+3 7

lim x*+5x-6 _0
3. ©1x*+2x-3 0

Lim (x+6)(x-1) _lim X+6 7

-1 (x+3)(x-1) Colx+3 4

lim =27 _0
4. X—3 X2_9 0
Lim (x—3)(x* +3x+9) _lim x*+3x+9 _9+49+9 21 9

=3 (x+3)(x—3) x->8  X+3 6 6 2

| im X +8_0
5. —2x°-4 0
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9.

lim

7.

8.

im (X+2)(x* —2x+4) _lim

X2 —2x+4 4+4+4 12

x>-2  (x+2)(x—-2) >3 X—2
i s*-a* 0
im———=—
6. s»s"—-a° 0
2 2\(a2 _ A2
Iim(s +a2)(s2 a):2612
s—a (S _a)
Iimx3—19x+30_9
x—>2 X—2 0
2 x2 oxt X0
0 -19 30 |2
2 4 -30
1 2 -15 0
2
Lim (x—=2)(x +2x—15):_7
x—2 (X_2)
Iimx“—x3'+6x—6_9
x-1 x* -1 0

x*(X—1) +6(x—1) lim

o1 (X=1D)(x* +x+1)

x—5

-1 (X —1)(x* +x+1)

2x° —11x* +16x+105 _ 0

(x=D(x®+6)

2x? —17x+35 0
X x2 xt X
2 -11 - 105 |5
16
10 -5 -105
2 1 - 0
21

_!

—2-2 -4

3

37
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(2x-10)2x-7) 2(x-5)2x-7)

2x* —17x+35= = =(x-5)2x~7)
2 2
_2x% —11x* +16x +105 . 50-5-21 24
lim = |im=Y - =—=_~="_38
o5 (x=5)2x—7) x5 10-7 3
3
10. 1 im X°—7X+6 0

s x4 X3 —10X° —4x+24 0

-3 9 -6
1 -3 2 0
x* x2 x2 oxr X
1 1 - 4 24|-3
10
-3 6 12 -
24

1 -2 4 8 0
im (x+3)(x? —3x+6) _
o3 (x+3)x° —2x% —4x+3)

I im 3 3 = = =
x>-83x° —2X° —4x+8 —-27-18+12+8 -25

X% —3X+2 9+9+2 20 4
)

2 2
11. | im Mzg
h 0

h—-0
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| im (x+h—x)(x+h+x):I -
h—-0 h h—-0

w2 m L)t 1y 1fL 1) 1, 0
mox(2+x 2) 0l210 2) ol2 2) 07 0

h(2x +h)

=1 im (2x+h) = 2x

-0

lim———=1im =—=
h-02(2+Xx)  h-04+2x 4
13. Iim(l— 22J=1—2 p 00— - *x |levar a la
-{1-x 1-X 0 O
forma 9
0

N7 (R S YT S St
ol 1-x Q+x)1-x)) o1@+x)1-x),

Iimﬁ— Iimﬂ—lim_—l:_—l
oL+ x)1-x) o+ x)1-x)  otl+yx 2

4 n-1

_aX +ax"+..+a, a

14. lim 2= 2= NN
-0 px* +bx"" +..+b, b

n

15.IimM—o

wa x—a 0
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lim Ix—-Ja =1im ! !
o (x—af/x+-a) /x4 2/a
6 también
l'im (\/7 \FX\/;+ —1im X—a _
™ ek a) B cans )
lim !
Ha&+f 2./a
-x*  _4-4 0

16. 1 im

x>23_ & +5 3-3 0

Lim A= 34X +5 Iim(4—x2X3+«/x2+5)
23_ [ +5 3+ k45 2 9-x’—5

lim 4‘X2X3+m)=lim(3+M):

X—2 4 — X2 X—2

3+/4+5=3+3=6

17, «d+ -1 0
H0«/1+ +1 0
Vi (X —U e x+1),
-0 J+x+1

3@+ x)* +3/@+x)+1
(i1 x -1 @+ x) +3/@+x)+1)
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14 x-1 Y@+ x) +31+x+1
lim o
x>0 1+ X +1 1+x-1

i YA+x) +31+x+1 3
x>0 1+ x+1 2

18|im«M+x+x2—2_
o0 4y x—x7 =2

2
2:?:?3—ﬂ0d4+x+x +2. 1 .
A+ X+Xx>+2 A+ x+%x* =2

oo

——

lim

x—0

A+ X+ X2 +2
A+ X+ X +2

Lim 4+x+Xx" =4 A+ x+x" +2
HO(«/4+x+x2+2) 4+x—x* -4

“mx@+x«M+x+x2+ﬂ
*”x@—xx¢11;117+2)
.m@+x%M+x+x2+ﬁ

0 (1 )4+ x+ %7 +2)
(1+0)/4+0-0+2) 4

(L-o)f./4+0-0+2) 4
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lim

x—1

x-1
2 3
8/x2 —8/x .

I'im
-0 x—1
(6 X2)S+(6 X2)4(6 X3)+(6 XZT(G XS)Z_I_(G XZ)Z(S XST_I_(S XZXS XS)A-I-(G XS)S _FE
FE
XP-X* —XZ(X—l)_I. -X?_ 1

lim———— =lim—>" "7 —1]im =
0(X —1)eFE  x0(X-1)eFE x> FE 6
20. Para la funcion f (x) = x* —3x hallarl h|n10f(x+:)_fng

Lim (x+h) —3(x+h)— (x> -3x)

h—0 h

. X2 +2xh+h?—=2x-3h—x%+3x
lim

h—0 h
|imwzlim(2x+h—3)
h—0 h h—0
=2Xx-3
21.Para la funcion f (x) = +3x+1, hallar
Iimf(x+h)—f(x):9
h—0 h 0
Lim AB(x+h)+1—/3x+1 . 3(x+h)+1+/3x+1
P50 h J3(x+h)+1+-/3x+1

: [3(x+h)+1] - (3x+1)
0 h(,/3(x+h)+1++/3x+1)

42



MATEMATICA 1l APLICADA A LA ADMINISTRACION Y FINANZAS

3x+3h+1-3x-1 3
im =
o h(./3(x+h)+1++/3x+1)  2+/3x+1

22. Dada la funcion f(x)= 2/5x+L hallar | jm flx+ hh)‘ f(x) :8
lim 3/5(x+h)+1-2/5x+1 3[[5(x+h)+1* +2/5x+1+3/(5x+1) A
h—0 h A -

. 5(x+h)+1-5x-1 . 5x+5h+1-5x-1 5
Iim =1lim =

h->0 h-A oo h-A B 3 /(5x+1)°

23. Dada la funcion f(x)= 4/4x+hallar | im f(“hh)‘ fx) =8
’ Ax+)+1=4dx+1 T840k )T +[4/d0c+ )] (UAx + 14440+ h)+ 1) (4dx+2)° + J4x+1
a h B
A(x+h)+1-(4x+1) . Ax+4h+1-4x-1 4 1
lim =lim = == 5
h—0 h-B h—0 h-A 4(4\/4)(_'_1) (4X+1)A

f(x+h)-f(x) 0
h

24. Dada la funcion f(x)= 2/2x hallar Ihm!) 5

T Y 0
C

. 2(x+h)—2x L 2x+2h-2x 2 1
lim =lim

50 h-C h-0  h.C (\F)A 5(2X)/

25. Dada la funcién f(x)= */x —+/x hallar I im e+ hr?_ flx) _ 8
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Si f(x) = f1(x) + f2(x) entonces

x+h=3/x @/x+h)? +3/x+h3/x+(@/x)

a. lim =D
h—0 h D
Iimx+h—x_ 1
h>0 h-D SX%
_Ix+h=-x /x+h+-/x
b. Iim :
h—>0 h Jx+h+4/x
Lim X+h-x _lim 1 1
hﬁoh(«/x+ +-/x) hﬁox/x+h+ﬁ 2-/x
_ 1 1
3X% ZX%
(Demidovich, B., 1985)
2.4) f(a)=0"g(a)= 0:>I|m ;EX; f(()a):irooHEl simbolo
-2 g(x

o se utiliza para indicar que el lim E; "NO EXISTE"3
X—a g X

La funcion se vuelve una indeterminacion.

X
Se denomina “LIMITE INFINITO”, decimos que Q — 10

9(x)
fx)

cuando X —a, es decir que ——_-se hace tan grande como se

e,

quiera al escoger un “x” muy cercano a “a@” para saber si es

+o00v —oocalcular lim F(x )v lim F(x)
X—a+ g(x) X—>a— g(x)

factor (x —a) que esta produciendo la indeterminacion.

tomando en cuenta el
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PROPIEDADES:

1. lim =400 Sin e Z par
x->a* (X —a)
. . 1 .
2. lim =4 A lim =—w© Si n
x—a’ (X—a)n x—a~ ()(—a_)n
e Z"impar

Ademas: Si ke
Si k> 0= k(zo0) =+
Si k <0 = Kk(fo0) =Fo0
k +o00=+0
SikeR=< k

t oo
(+0)" =+0 SineZ’
N+o0o=+0SineZ"
(—0)" =+0Si neZ" par }
—o0Si neZimpar
/=00 =—00 Si ne Z impar

NOTA: Si la funcién se vuelve una indeterminacion cuando
X —a en qué punto tenemos la asintota vertical.
(Lara, J. Arroba, J., 1998)

EJERCICIOS:

1. lim 1.1 operacion no definida
x—0 X 0

Para saber qué es lo que sucede con esta funcion a
izquierda y derecha del

45



MATEMATICA 1l APLICADA A LA ADMINISTRACION Y FINANZAS

cero calculamos:

.1 .1
lim ==-woA lim ==+
x—0" X x—0" X

es decir que cuando: x -0~ = f(X) > —0 A
X—>0" =f(X) >—0

2. lim % . operacion no definida
-1 (x-1)° 0

Analicemos que esta sucediendo con f(x) cuando
X —1por la izquierda y por la derecha

lim =4 A lim =
o1 (x—1)° x1" (X —1)?
2 2
3. ;=
x—3 (X—3) 0
lim 2 __ +00 A lim =
3 (x—3) x>1" (X —3)?
4. lim g ==
X—4~ ()( — 4)
5. lim 5 = 100
x—2* (X — 2)
6. lim 37)(2 = 9 indeterminado
x>2"(x=2)" 0
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. 3x . .
Iim——=Ilim3x:-lim——=6-0=
x—2" (X _ 2)2 x—2+ x—2" (X _ 2)2 ©=L

7. lim X2+2 :_1'0001:—00 indeterminado
x>-3 X =9  0.0006

0

X+2 X+2 . 1 1
im-——————=1lim —— lim ——=>+(-) =—0
>3 (X+3)(X—=3) >3 Xx-3 >3 x+3 6

x> x=2 0

lim (x +2). lim B 4(—00) = —0
X2~ x—>2" X =2

0. lim 2 -1
x> x° =1 0

lim(2x). lim
x—1" x—1"

1
= 2(—0) = —0
x? -1 (=)

3

10. lim X —9:—27—9:—36

x>-3" X+3 0 0
: 3 i 1
lim (x* =9). lim —— =-36() = —o©
x—-3" x—>-3" X +
11, fim X0 b
x>-5"x“=5x 0
(x—16) X—6 | 1 -1
i = lim lim =— ~.00=-00
x>5" X(X—=5) x5 X x5 X-5 5
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12. lim %+5x :§—5
x>-1'| (X +1) 0

lim 5x+3 lim 5 —5+3(0) =0
x—>—1" x——1" (X+ )
X*+x-2 0

13. lim = T2
o (x=1)7 0

(x+2)(x 1 .mx+2_3
xal* (x—jl_)2 -1 x=1 0

lim (x +2). |Imi=3.oo:oo

x—1* x—=1" X —
14, lim Y2X+3 _ 7
X2 x—2 0
lim “ZXJ; = lim -/2x + 3 I|m 7—f(—oo)——
Xx—2" X - X—2"
lim Y2**3 _jim 2x + 3. I|m 7_\7(—00)_—
x—=2" X — x—2"

\/Ilm \/Ilm(x+3)llm_(f

x—3* )(—

. X+3 .

Him =——= = [lim(x+3 Ilm— 631=3

xa3’X—3 x»3’( ) X—3 )(— \/7
(Demidovich, B., 1980)

ACTIVIDADES DE APRENDIZAJE.
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Para un correcto aprendizaje de esta unidad se debe
realizar una lectura cuidadosa de la totalidad de su
contenido.

Al final de cada seccion, se plantea un grupo de
ejercicios para que usted resuelva inmediatamente
después del estudio del tema correspondiente, por lo
que es muy importante haber comprendido el desarrollo

de los mismos en la parte de ejercicios resueltos.

Para su auto evaluacidén se sugiere que se ejercite
volviendo a resolver los ejercicios desarrollados en
clase aplicando los artificios anotados, pase a resolver
los ejercicios propuestos y para su seguridad se

incluyen las respuestas a los mismos.

Para la evaluacion escrita usted puede utilizar, el
formulario antes mencionado.

Para poder avanzar en el estudio del siguiente tema
(Derivada), usted debe estar seguro de que tiene un

conocimiento solido de este tema.

ACTIVIDAD DE AUTO EVALUACION.

La resolucion de los ejercicios propuestos se la debe
hacer paso a paso, sin mirar el texto, pudiendo utilizar
49



MATEMATICA 1l APLICADA A LA ADMINISTRACION Y FINANZAS

el formulario, una vez finalizado el ejercicio compare
el resultado obtenido con el del texto, si no coincide
repita el ejercicio.

- En la resolucion de los ejercicios propuestos tome en

cuenta lo anotado anteriormente.

- Resolver los siguientes ejercicios propuestos.

.ox3=27 27
1. lim ; =
>3 X° -9 6
2 2
o qim FEMT =X o
h—0 h
3
3. 1im & 8 _ 3
X—>-2 X _4
4_"m44:£7,:_l
x>0 4X + 2X 4

. 2x* —11x® —16x +105
5. lim 5 =8
x—5 2X° =17x+35

) x> —7x+6 4
6. lim ——— . = ——
x>-3 X" 4+ Xx° -10X" —4x+24 5

lim 4+ X+ X -2,
28 4+ X —Xx* =2

8. f(x)=%4x+1 hallar hIiry

f(x+h)-f(x) _0
h 0

1

4/(4x +1)°

(Demidovich, B., 1985)

sol =

50



MATEMATICA 1l APLICADA A LA ADMINISTRACION Y FINANZAS

LIMITES AL INFINITO - LIMITES ESPECIALES.

Hasta aqui hemos estudiado que es lo que pasa con f(x)
cuando x se aproxima a un valor determinado “a”. Ahora nos
preguntamos qué pasa con f(x) cuando x crece ilimitadamente
(sin cota) o cuando crece sin cota es decir X — +oo.

(Estevez, B., 2015)

PROPIEDADES

1. limk=k

X—>+o0

2. lim x" =100

X—>*o0

neZ" par
3. lim x" =+o0 lim x" =—o0
X—>+00 X—>—0
neZ" impar
4. lim X =+
X—>+00
neZ" par
5. lim V/x =400 lim %/x = —o0
X—>+00 X—>—0
neZ" impar

neQ" A keR x"3R
(Purcell, E. y Varberg, D., 1993)
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CALCULO DE LIMITES AL INFINITO EN
FUNCIONES ALGEBRAICAS

Para resolver limites al infinito de funciones algebraicas,
escoja el termino que tiene mayor grado, saque como factor
comun la variable con ese grado, y aplique las propiedades.

El limite calculado puede ser finito o infinito.

- Cuando la variable — 400, no evaluar directamente,
aplique la recomendacion y luego las propiedades.
(Lara, J. Arroba, J., 1998)

EJERCICIOS RESUELTOS

1. lim (3x* +5X 1) = lim {x2(3+5—12ﬂ = 400
X—>+00 X—>+00 X

X

infinito o indeterminado

No existe limite
- 2 - 2 2 1
2. lim((2+x-5x%)= Ilm{x (2+ﬂ:—oo
X

X—>+© X—>+00)

3. lim(2x* —=3x +7) = lim {x2(2—3+4 }:+oo
- X

X—>—x© X—>—00 X
4. lim (2—-4x —3x?) = lim [XZ(ZZ—A'—SH =—o0
X—>—00 X—>—0) X X

5. lim +/3x? —5x+1=\/|im X2(3—5+1j=+oo
X

X—>+00
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2 2 Xz(l__zzj 1
6. lim™ "X"%_| X/ _jim =0 finito o deter.
Iy | X—>0 ) 4 1 x—» 4X
6x% + 2X +1 X(6+_x2 6
7.1 - =52

im -
x—>oo9X_|_7 X—>00 _Z 3
X
3 3
0. tim X —iim X i
X2 X< 41 xow 2( 1)
1+—
X
3 X’ i3_£2_2
. 4-8x-2x . X X
10. lim 5 =lim =—0
xo0 3x? —TX +6 xo= 2( 7 6)
XT3+ —+ —
X X
i . x2[4—1+12) 1
11 lim 2 212 im X X lim==0
X—m Y +6X X—>00 2( 6) X—® X
X l+—2
X
3 2 X’ 2_§+i3
. 2X°=3x" -4 . X X 3
12. Ilmﬁﬂlm =_°
x—>w5x_x _7X X—>0 3[5 1 j 7
O e
X X
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13.
3h+2xh2 +x2h3 3 ,2x, .2
lim 3h +2xh* + x*h?® Iith he h® .. h? h x> 1
e Bx—x?-7x®  n>= 4 3xh 2x°h® h%i_37X_ZX3 2X 2x
h® h®  h® h® h?

14.

X(ZX—3 X 3+5jx(4—6j
(2x 3)(3x —5)(4x — 6) _lim X X X) 2'3'4:8

fim 3% +x-1 x> , 1 1 3
x? X
15 0im——=lim-— Ilm—
Xaoo3/x +1 Xﬁooa\/ilo X—0 X
16.
fim X =\/|imX= im 1~ |iim ! _
R T b e R L XX Py i(XJr&)
X x?
im—* Iimlllzl
X X Xy

17. Iim(x+3«/1—x3):lim[x+s X [i—lj
X—00 X—>00| X
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nm(x+w)x o +V1 a X 1o
o x? —x31-x* +3L-x? 2 _x31-x +3-x°f

1
lim = I|m

0 0
lim =

e T1+1+1 3
_3\/_1+\/ 2 +1+

CONTINUIDAD.

Intuitivamente denominamos funcion continla a la cueva que

puede ser dibujada “sin levantar el lapiz del papel”
Asi por ejemplo es una funcién continla. En esta grafica se puede

observar por el punto x = a

L=f(x)

_________ 1

v

Figura 6. ﬁnui,ﬁ,
1 lim £(x)
X —a
2 f(a)
3 lim f(x) = f(a)

X —a
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Mientras que las graficas que se indican a continuacion
presentan tipos de discontinuacion

Enel puntox=a

1 lim f(x)

X —a

2 f(a)

3 Hay una ruptura leve, solo se interrumpe en
un punto. (Granville, W., 1985)

Figura 7. Continuidad
Enx=a
1 lim f(x)

X —a

lim f(x) lim f(x)
X —a x —a*

2 f(a)

3 tenemos un salto que en un lugar a otro
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@ A /

/
(

Figura 8. Discontinuidad
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CAPITULO III
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PRESENTACION

En esta parte del modulo, aprenderemos como derivar, en
términos geométricos esto equivale a encontrar la pendiente de
una curva o su razon de cambio.

Analizamos sistematicamente las técnicas para hacer esto y la
manera como se aplican a las funciones: algebraicas y
trascendentes.

El desarrollo de esta unidad lo hacemos en dos secciones: la
seccién uno en la que se estudia el calculo de derivadas
aplicando la definicion, y la seccion dos destinada al estudio de
la derivada con la aplicacion de formulas, las mismas que se
dan directamente sin entrar a su demostracion formal.
(Estevez, B., 2015)

OBJETIVOS

- Calcular derivadas de funciones algebraicas aplicando
la definicion.

- Calcular derivadas aplicando las formulas.
ORIENTACION METODOLOGICA

El estudio de este capitulo lo debe realizar por secciones. Una
primera seccién destinada a calcular la derivada por la
definicion, esto en funciones. Luego que se haya logrado una
buena compresién del tema, pasar a la segunda seccion, la
misma que para su estudio se debe dividir en subsecciones, a
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saber: célculo de la derivada aplicando formulas en funciones
algebraicas, calculo de derivadas sucesivas. Calculo de
derivada en funciones trascendentes aplicando las formulas,
derivada de funciones implicitas, derivada de funciones
inversas, derivada de funcion de funcion, derivada de funciones
paramétricas. Para que luego que se haya logrado una buena
compresion de estos temas, tratar la interpretacion geométrica
de la derivada.

Por cada tema estudiado se recomienda hacer un formulario,
para que lo puedan utilizar en la resolucion de los ejercicios
propuestos.

CONTENIDO DE LA DERIVADA

El Caélculo Diferencial nos ayuda a investigar como varia el
valor de una funcion, al variar la variable independiente, y por
lo tanto vamos a establecer una medida de esta variacion.
(Purcell, E. y Varberg, D., 1993)

INCREMENTO

No es sino un aumento o disminucion tanto en x como eny, y

se lo representa por AXy AY E| valor del incremento de una
variable que pasa de un valor numeérico a otro se obtiene
restando el valor inicial del valor final.

Esto es:
AX = Xf = xi
Ay = yf —vi

Donde Ax es el incremento de la variable independiente en
una funcion, y Ay es el incremento de la funcion.

Es evidente por lo tanto que este incremento puede ser
positivo 0 negativo segun la variable aumente o disminuya de
valor.
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Si en y=f(x)la variable independiente x toma un incremento
AX , entonces Ay indicara el incremento correspondiente de la
funcion f(x) (p sea de la variable dependiente y).

Esto es si:

y =f(x)
y+ Ay = f(X + AX)
= Ay =f(X+AX) -y =f (X + Ax) — f(x)

Ahora supongamos que x aumente a 12 es decir x=12,
entonces Ax, =12-10; Ax, =2.

Por lo tanto y aumenta hasta que y=144, por lo que
Ay, =144-100 por lo que Ay, =44.

Si suponemos que x decrece tendremos que si X =9; y =81,
AX, =-1 Ay, =-19.

En el ejemplo podemos ver qué y aumenta cuando x aumenta,
y y decrece cuando x decrece.

Los valores correspondientes AXy Ay tiene un mismo signo.

En otro tipo de funciones podria acontecer que y decrezca
cuando x aumenta o viceversa por lo que Ax, y Aytendran

entonces signos contrarios.

(Leithold, L. , 1992)
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Y2 ——-t44-------mmmmmmeees :
Ay, i
YU ——-100---------- , 5
Ay, i i
Y2 —T—8t----n i i
i ):{l 7:(2
i | |
9 10 12
Ax, Ax,

Figura 9. Incremento

DEFINICION DE DERIVADA.

La derivada de una funcion Y = f(x) , es el limite de la
relacion de incrementos entre la variable dependiente Ayy la
variable independiente AX cuando AX —> Oesto es: AI|m0 Ay =

X—> X
lim f(x +A)-f(x)

Ax—0 AX
NOTACION DE DERIVADA.

se lo representa de Ia siguiente manera
lim Y — ( V= Y _ 9 ()= Dxf(x)= y'=F'(x)

Ax—0 AX dx dx
La mas usada es
A
AIImOA_i =Y' yse lee “la derivada de y (o de f(x)) con

respecto a x”
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CALCULO DE LA DERIVADA.

En el célculo de la derivada vamos a utilizar dos
procedimientos.
1. Caélculo de la derivada por regla general (regla de los
cinco pasos) y por la definicion.
2. Célculo de la derivada por medio de formulas.
(Granville, W., 1985)

CALCULO DE LA DERIVADA POR LA REGLA
GENERAL

Paso 1. Consideramos primero la funcion y = f(x)

Paso 2. Si a x se le da un incremento Ax, por lo tanto,
estaremos incrementando y
y tendremos un Ay, es decir que:

y +Ay = (X + AX)

Paso 3. Para hallar el incremento Ay de la funcion, restaremos

el paso 2 del paso 1.
y+ Ay =f (X + AX)

-y =—f(x)
Ay = (X + AX) —f(x)

Paso 4. Dividiendo los dos miembros de esta igualdad por Ax
es decir

Ay _ f(x+Ax)-f(x)

AX AX
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Paso 5. Llevando al limite cuando Ax — 0 la Gltima igualdad
tenemos.

lim Ay _ lim f(x+ Ax) —f(x) _y

Ax—0 AX AX—0 AX
Esta ultima expresion define la derivada de y (o de f(x)) con
respecto a x. La operacion de hallar la derivada de una
funcion se llama derivacion. (Estevez, B., 2015)

2.1.4.4 EJERCICIOS RESUELTOS

Calcule la derivada de las siguientes funciones aplicando la
regla general
1. y=Kk

2. f(x)=x
d

3. — b
dX(ax+ )

4. f(x)=x"

5 f(x)=3x*-5
(1) y=3x*-5
(2) y+Ay = 3(X + Ax)? +5
€)) y+Ay = 3(X + Ax)? +5

~y=-3x"+5
Ay = 3x* + 6XAX + 3AX* +5-3x* -5

AY = 6XAX + 3AX?
Ay = AX(6X + 3AX)

Ay AX
4 — = (6X + 3AX) —
4 A (6x +3Ax) o
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) lim 2= jim (6x+3Ax)

M0 AX Ax0
y'=6X
6. f(x)=4x*-3x+8 f'(X)="?
(1) y =4x>-3x+8
(2) y+Ay=4(x+AX)* —3(X+AX)+8
(B)  y+Ay=4(X+AX)* —3(X+AX)+8

—y=-4x*+3x-8

AY = 4X? + 2XAX + AX? —3X —3AX +8 —4x* +3x -8
AY = 2XAX + Ax? —3AX
Ay = AX(2X + Ax —3)
Ay AX
4 — =(2X+AX+3)—
4) Ax ( )Ax

)  lim Y lim (2x+Ax +3)

Ax—0 Ax  Ax—0

df (x)

=2X+3
dx
X—2
7. f(x)= f'(x)="?
) 2x +1 )
X—2
1 =
@) Y 2x +1
@ LAV = (X+AXx)-2
y y_2(X+AX)+1
3) Y+ Ay = (X+AXx)-2
2(x + Ax) +1
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~ __(X—Zj
Y 2x +1
Ay = (X +AX) -2 _(X—ZJ
2(x+Ax)+1 \2x+1
Ay = (2X +D)[(x + Ax) = 2] - (x = 2) (2% + 2A% +1)
Y [2(x + Ax) +1](2x +1)
Ay_2x2+2xAx—4x+x+Ax—2—2x2—2xAx—x+4x+4Ax+2)
(2x + 2Ax +1)(2x +1)
Ay = SAX
(2x + 2Ax +D(2x +1)
@ Y- °
AX  (2X+2AX +1)(2x +1)
) lim 2 jim >
A0 AX A0 (2X 4+ 2AX +1)(2X +1)
5
f'(x)=
) (2x +1)°
8. f(X)=+3x-2 f'(x)="?
(1) y=+3x-2

2) y+ Ay = /3(X + AX) -2

3) y+ Ay =/3(X + AX) — 2
—y=-/3x-2
Ay = /3(x + AX) —2 —~/3x - 2
Ay = ({/3(x + AX) — 2 —/3x - 2)

Ay J3(x+AX) -2 —+/3x -2
AX AX

(4)
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3(X 1+ AX) -2 —/3x — 2
G lim 2= jim V3(x+Ax)-2-43x-2 0
Ax—>0 Ax  Ax—0 AX 0

F () = \/3(X+AX)—2—\/3X—2 J3(X+AX) =2 +/3x -2

it AX B(X+AX) -2 +~/3x -2
J3(X+AX) -2 —/3x -2
250 Ax(\/3(X + AX) — 2 +/3x — 2)
3

2./3x-2)

(Demidovich, B., 1980)

f'(x) =lim

f'(x) =

Calcule la derivada de las siguientes funciones utilizando la
definicion.

1. f(x)=%4x-
2. i‘{/:%x—?
dx
f(x) = v2x +3/3x
f(x) =senx

f(x)=Inx

f(x) = ax

N o o &~ W

f(Xx) = xsenx

ACTIVIDADES DE APRENDIZAJE
- Para un correcto aprendizaje de este tema se debe
realizar una lectura cuidados en su totalidad, y se le
recomienda volver hacer los ejercicios resueltos,

entendiendo como aplica la definicién.
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Al final del tema, se plantean un grupo de ejercicios que
usted resolverd inmediatamente. Por lo que es muy
importante haber comprendido el desarrollo de los
mismos en la parte de ejercicios resueltos.

Hacer un formulario en el que consten los pasos a seguir
para la resolucion de los ejercicios, este formulario le

servira posteriormente para su evaluacion escrita.

ACTIVIDAD DE AUTO EVALUACION.

La resolucién de los ejercicios propuestos se la debe
hacer paso a paso, no mirar el texto, pero pudiendo
utilizar el formulario. Una vez finalizado el ejercicio
compare el resultado obtenido con el del texto, sino
coinciden, repita el ejercicio.

Resolver los siguientes ejercicios propuestos:

Si: y=x®-5x>-7 calcular y' aplicando la regla
general

SOL :y'=3x* —10x

: 1 .
Si: y= X x+ calcular y'aplicando la regla de los 5

pasos

2x% -1

XZ

SOL :y'=
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3. Hallar di“\/sz —5 aplicando la definicion y'="?
X

6x

44/ (3x% - 9)°

SOL:y'=

4. f(x)=3/4x -2 calcular f'(x) aplicando la definicion
dy

SOL:d—X: 4

dy  33/(4x -2)?

5 Si y=31/1+§ —41/1+§hallar y" aplicar la definicion
SOL: y'= % =+ % =
33 [1+X} 44 [1+X}
3 3

. Sii y=+/4x% —5x+2+34x? —5x+ 2 hallar  y'(X)

aplicar la definicion

SOL :y'= 8x-5 N 8x-5
2Jax* —5x+2  4/(ax? —s5x+2f

(Demidovich, B., 1985)
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FORMULAS PARA DERIVAR FUNCIONES. -

OBJETIVOS

- Aplicar las formulas para hallar derivada de funciones
polindmicas o algebraicas y trascendentales.
- Plantear adecuadamente la regla de derivada en cadena.

- Calcular derivadas de orden superior.

ORIENTACION METODOLOGICA

Al estudiar este tema, se trata de relacionar el conocimiento
nuevo con el conocimiento que usted ya posee, estos
contenidos introductorios se refieren a varias definiciones
preliminares, las mismas que le permitiran adquirir los
conocimientos necesarios antes de iniciar con el nuevo
conocimiento, capaz de que comprenda y aprenda en una
forma secuencial. Para que de esta manera el tema estudiado
quede bien cimentado.

CONTENIDO DE FORMULAS PARA DERIVAR
FUNCIONES

El procedimiento de aplicar la regla general o la definicion
para la derivacion puede resultarse largo y muchas veces
complicado y por consiguiente se han deducido de la regla
general, con el fin de facilitarnos la tarea, reglas o formulas
especiales para derivar ciertas formas que se presentan con
frecuencia.
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A continuacion enunciemos algunas de las reglas:

1. Laderivada de una constante k es igual a 0

y=Kk y'=0

2. La derivada de una funcion con respecto asi mismo es

igual a 1.

y=X y=1

3. La derivada de la potencia de una funcion es igual al

producto del exponente por la funcion elevada a un exponente

disminuido en una unidad, y por la derivada de la funcion.
y=V" y'=nv™ v Reglade laCadena

y=x" y'=nx"!

4. Laderivada de la suma o diferencia de funciones es igual
alasuma o resta de los derivadas de cada una de las funciones.

y = u+v-w y=u+v-w

5. Laderivada del producto de una constante por una funcion
es igual a la constante por la derivada de la funcion.

y=kv y =kVv’

6. Laderivadade un producto de dos funciones es igual a la
derivada de la primera funcion por la segunda funcion mas

primera funcion por la derivada de la segunda funcion.
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=uv y=u.v+uv

<
|

7. La derivada de un cociente u/v es igual a la derivada del
numerador por el denominador menos el numerador por la
derivada del denominador, todo dividido por el denominador
u . uv-uv
y=— vV = >
v Vv
elevado al cuadrado.

(Granville, W., 1985)

EJERCICIOS RESUELTOS

Hallar la derivada de las siguientes funciones.

l1- y=x y =1
2- y=3x y=3
3- y=-4x y' =-4
4- y=+a-x y'=+/a
5- y=x3= y’ =x%1 y’=3x?
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6.- y=x8= y =8x%! y’ = 8x’
7- y=3x° y’ =3.5x>1 y’=15x*
8.- y=-4x’ y’ =7.4x"! y’=-28x°
9.- y=3x3+x>-7 y =9x°+2x-0 y’
= 9x% — 2X

10.- y=3x*-2x>+8 y’ = 12x3 - 4x

11.- y=3x-5x3 y’=3-15x?

12- y=mx3+mx2+b y’ =3mx?+ 2mx

13- y=2t-t Yy =2-2t

14.- u(v) =4v2-2v8 w’(v) = 8v — 6V2

15.- i(ax4 —bx?) = 4ax® - 2bx
dx

16.- f(t)y=at®—5bt=  f(t) = 5at* —5b
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Z Z
17.- y="—-= t=2-2°
=273 Yo
-1/3
18.- y=%/x* = x*° y‘=2X3
19.- y(u)=+u = (u)*? y'(U)=}éuJ/2
20.- y=x? —4¢/x y =) -400Y  y'=2/3x7F —x
21.- y=x%*_a% y'()=2/3x"
22.- y = (x2-3x+2)’ y o= 7(x*
3x+2)5.(2x-3)
23 y=(2-3t2) y’ = 4(2-3t%)° (-

61)
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24y="x*+1  y=(x"+)"* y'=1/2(x* -1)"* (2x)

-1/2

y'=x(x*+1)

25 y=3/4-9x —6x° y=(4-9x-6x*)"

y':i (4-9x -6x%)"" (-9-12x)

26y = (3x*-2x2-8)3 y’ = 3(3x*-2x2-8)? (12x3-4x)
27y = (4-3%-2x3)7 y’ = 7(4-3x-2x3) (3-6x?)
28 y=+x*+1 y=(x+1)"

y'=1/2(x+1)"* (2x)

29 y=+/a —b’x* y=(@’ -b’x})" y=1/2(a* - b’x?)"* (-2bx)

30 y=%/4-9x*—6x> y=(4-9x*-6x°)"® y'=1/3(4—9x°* - 6x°) " (-18x —18x?)

3l y=xvJa+bx y= ax? + bx> y=(axz+bX3)1/2

y':é (ax2 +bx?) V2 (2ax +3bx2)
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32.- y _4 (X2 _3X_2)1/3 y= [(Xz _3X_2)1/3]l/4 y:(XZ _3X_2)1/12

y':112 (XZ _3X_2)-11/12 (2X'3)

33.- y= ai/m y= {[(X3 " 3X2 B 4)1/2 ]/4}1/3

y = (x° +3x% — 4)4%

Y'=2—14 (x® +3x° —4)2* (3x* +6x)

- y — (X)llz 271 _ 2(X)_llz

Jx 2 B @ 2
2 Jx y= 2 (0"

y'= % (X)-IIZ +(X) -312

1 1

y'= —4(X)1’2 + &

35.- y=(x*-5)" 3x*-7)°
y'=4(x* —5)* 3x?)(3x2 ~ 7) +8(3x — 7)7 (6x) (° ~5)"

y'=12x (" =5)°(3x* — 7 +48x(3x* = 7)" (° ~5)*
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36 y=vxZ —13x2 +1 y=Z D2 2 L pl/3

1 _ 1 _
== G2 D2 002+ D3 4 22 + )73 (29 x2 - V2
2 3

_ 2 _
y'=x(x2 1) 1/2 (X2 +1)1/3 +—X(X2 +1) 2/3 (X2 _1)1/2
3
x2 5 2 2 -1
37 y=—5; y=x"-5)x"-1)"
x7 -1

y'=2x(x? ~1) L+ (DEE 1) 2 (20) (x2 —5)

y'=2x(x2 —1)_1 - 2x (x2 —1)_2 (X2 -5)

Aplicando laférmula decociente

o 2x(x* -1 - (202 -5)
(x2 —1)2

3
38y:X +1

C (Bx)(X)-(¢+1 o -x*-1 , 2x3-1
y=( ) ( )2( ) y ) y
X X X
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40 y="2"X
a+ X
. (D@+x)-(X)(a-X) , -a-X-ax+Xx’
Y= (a + x)? @+ x)?
X2
41 y_4_x2
. 2X(4-x%) = (-2x) (x?) . 8x-2x° +2x°
@) @G-y
. 8X
YTy
x%+5
4 y_3x3—4x

_(2x) (3%® —4x) - (9x* - 4) (x* +5)
(3x* —4x)®
. 6x*—8x* —(9x* +45x? —4x?* - 20)
(3x® —4x)°

. -3x* —49x* +20
(3x° —4x)?

2 2
ol (5
X X

y,_z(ax—b) ax-ax+b
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NE:
a4 y—__ X X
y R y (a? —x2)*

2
2x (% — x2)42 _X7 (a% — x2) ™2 (=2x)

y= [(az _)(2)1/2]2
. 2X (a2 _X2)112 +X3 (a2 _XZ)—1/2
y= 2 2
a” —Xx
a+bx+cx? a+bx+cx?
By=—"—"- Y=—"i7
Jx X

((+b + 2cx)x™ — IERNL (a+bx+cx?))
y': 1/2 "
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y,_l(l-cxj”z -c-¢?X-c+c2X)
2\ 1+cx (1+cx)?
y,_l(l-cxj“z' -2¢ y'= [1-cx]”2. -C
2 1+cx (1+cx)® 1+cx (1+cx)°

1/2
46 y= 1-cx y:(l-cx]
1+cx 1+cx

1 ( 1-cx j [(-c)(u cx)-(c)(l—cx)}

~2(1+cx (1+cx)?

(Demidovich, B., 1985)

ACTIVIDADES DE APRENDIZAJE

- Para un correcto aprendizaje de esta unidad se debe
realizar una lectura cuidadosa de cada tema tratado en
su totalidad, y se le recomienda volver hacer los
ejercicios resueltos, entendiendo como y porque aplica
determinada formula, y como funciona la regla de la

cadena.

- Al final de cada tema, se plantean un grupo de ejercicios
que usted resolverd inmediatamente despues del tema
correspondiente. Por lo que es muy importante haber
comprendido el desarrollo de los mismos en la parte de
ejercicios resueltos.
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Para la auto evaluacion es recomendable que vuelva a
ejercitarse repitiendo los ejercicios desarrollados, pase
aresolver los ejercicios propuestos para su seguridad en

la resolucidn se incluyen las respuestas a los mismos.

Para la evaluacion escrita usted puede utilizar el

formulario.

ACTIVIDAD DE AUTO EVALUACION

La resolucién de los ejercicios propuestos se la debe
hacer paso a paso, no mirar el texto, pero pudiendo
utilizar el formulario. Una vez finalizado el ejercicio
compare el resultado obtenido con sus compafieros,

sino coinciden, repita el ejercicio.

Para la resolucion de la tarea es recomendable que esté
en condiciones de: primeramente, reconocer que tipo de
funcidn se esta proponiendo derivar y cual es la formula
por utilizar. Ademés debe saber utilizar la regla de la
cadena, y en la simplificacion debe aplicar sus

conocimientos de Algebra.

Resuelva los siguientes ejercicios:
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4x° —3x* + 4

xvx? -1
2. y:‘r§/3x2 —J7x -8 +3/3x —5x2 + 7x°

3. y= '°§/3x2 +5+/5x — 3/2%

4. y=5x2 +|5ax4 — (36450 x° )2 P21
y [ ( )

1. y=

DERIVADAS SUCESIVAS DE UNA FUNCION. -

Hemos visto que, en general, la derivada de una funcion de X,
es también una funcién de x.

Puede ocurrir que esta nueva funcion sea también derivable, en
este caso la derivada de la funcién primitiva se denomina
primera derivada, la derivada de la primera derivada se llama
segunda derivada de la funcion primitiva, la derivada de la
segunda derivada se llama tercera derivada, y asi,
sucesivamente hasta la enésima derivada.

(Leithold, L., 1992)

Asi, por ejemplo:

Si y=5x* Funcién Primitiva
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Entonces:
dy _ 20x° 1°® derivada  y’
dx
da d_yj = 60x> 2% derivada Y’
dx \ dx
gggﬂm 3" derivada y”
dx | dx \ dx

da)d i[d_yj ~120 4" derivada y"
dx | dx | dx \ dx

d/djdjd(dy =0 5%derivada yV
dx \dx [dx | dx\ dx

Los simbolos para las derivadas sucesivas se abrevian de la
siguiente manera:

Para primera derivada

d dy
— :—:f I= ! = !
i y ™ X)'=y'x)=y

Para segunda derivada
d(dy) d(d d d? d\ d’
| = | = —— ) f(x)" = V"
dx(dxj dx[dx yj dx[ ()j Zy (dxj y dx? )=y

Para tercera derivada

d (d%)_d’ _
— X
dx (dx j dx’ e =y"

Para derivada enésima
d"y
f"(x
v (x) =
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Siendo la notacién mas facil de utilizar:

1" derivada y' 4% derivada y'"v
2% derivada y" 5% derivada ad
3" derivada y" En general y"

EJERCICIOS RESUELTOS
Calcular las derivadas sucesivas indicadas

1. y=3x*-2x>+6x y"=?

y'=12x°> —6x* +6

y"'=36x> —12x
y'"'=72x-12
2. y=+a+bx y"=?
y=(a+bx)"

y':% (@a+bx)"* (b) = g (a+bx)*?

2
yzg[zl) @+bx)**b = bT (a+bx)®

2 3
y"=- b4(23j (@a+bx)*"*(b) = % (a+bx)™?
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,:(-b)(a+bx)-(a-bx)(b):-ab-bzx—ab+b2x -2ab

(a+bx)? (@+bx)? = (a+bx)? y'=(-2ab) (a + bx)"

y"=-2ab (-2) (a + bx) *(b) = 4ab®(a + bx)®

y'"'=-12ab%(a + bx)™

2

4, y= y"'=?
a+X

. 2X(@a+x)-x*  2ax+2x®—x*  2ax+x’
(a+x)° (a+x)° (a+x)*

. [(2a+ 2X) (a+x)? — (2ax + x%)2(a + x)]_ (a+x) [(2a+ 2X) (a + X) - (2ax + x2)2]
) (a+x)° ) @+x)°

2

. 2% +2ax+2ax+2x* —4ax—2x>  2a

- = -=2a’(@+x)"°
(a+x) (a+x)

y"'=2a*(-3(a+x)")=-6a’(@+x)"
y"V =24a*@+x)"°

(Demidovich, B., 1980)

ACTIVIDAD DE AUTO EVALUACION

- En la resolucion de las derivadas sucesivas es
recomendable que el alumno esté en condiciones de
reconocer qué tipo de funciones se esta proponiendo
derivar y cual es la formula a utilizar. Ademéas debe

saber aplicar laregla de la cadena, y en la simplificacién
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debe aplicar sus conocimientos de Algebra, con estas
condiciones podra derivar las funciones propuestas en

forma reiterativa

- La resolucién de los ejercicios propuestos se la debe
hacer paso a paso, no mirar el texto, pero pudiendo
utilizar el formulario. Una vez finalizado el ejercicio
compare el resultado obtenido con sus compafieros,

sino coinciden, repita el ejercicio.

- Resolver los siguientes ejercicios:

2. y=%/3x* —5x+/2x y'=?

3. y:§/3x4+2x3—5X«/X+2 y'=?

3 2 )
4. Sifx)=2—% - 2x probarque f'"(x)= 245
1-x (1-x)

DERIVADAS DE LAS FUNCIONES TRASCENDENTES
OBJETIVOS

- Aplicar las férmulas para hallar la derivada de
funciones trascendentes.
- Plantear adecuadamente la regla de derivacion en

cadena.
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- Calcular derivadas de orden superior de una funcién
dada.
- Plantear adecuadamente la derivacion implicita y la
regla de la cadena.
- Calcular derivadas inversas, funcion de funcion y
parameétricas.
(Granville, W., 1985)

ORIENTACION METODOLOGICA.

Con los conocimientos adquiridos anteriormente, se ha
desarrollado la capacidad de analizar la derivada de una
funcién algebraica, por lo que al estudiar este nuevo tema sobre
derivadas se dan primeramente las formulas a aplicar, las
mismas que nos permitiran relacionar el conocimiento nuevo
con el conocimiento que ya posee, esto le permitird que aprenda
en forma secuencial.

CONTENIDO DE DERIVADA DE FUNCIONES
TRASCENDENTES

Ahora vamos a considerar funciones como: Sen 2x ; 3%; In(4x)
; log(1+2x); In(1+x2); que se denominan funciones

transcendentes para distinguirlas de las funciones algebraicas
que hemos estudiado hasta aqui.

DERIVADA DE LAS FUNCIONES LOGARITMICAS Y
EXPONENCIALES

o log,e
v

1. y=log,v vy V' a = constante
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y'=Inv y'=£v' v =funcion de x
v
2. y=a' y'=a".Ina.v'
y=e' y=e'V

3. y=u y'=uv(ﬂ+lnu.v'j u, v =funcién de x
u

Debemos tomar en cuenta que:

Inv =log, v

log, (A*B)=log,A +log,B
Ioga%:IogaA—logaB

log,A" =nlog,A

log,b—1
(Leithold, L., 1992)

EJERCICIOS RESUELTOS

1. y=Inx y'=

1

2. =In(x*+a '=
y=In( ) y  +a)

.(2x)
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1

3. y=In(x*+3x+1 = (2X+3
y=In{ ) y (X* +3x+1) ( )
x?+5
4 =In
y X+ 6
a=Yy=In(x*+5)—In(x +6) y'= 1 (2X) - !
(x* +5) (X + 6)
2
b= y:InX 3
X+6
1 (2)(x+6)-(x*+5) 1 (2x* +12x-x* -5)
X2 +5 (X +6)? x2+5 (X +6)
X+6

1 (x*+12x-5)
x> +5  (X+6)

y':

5 y=In [(x3 +5)3(x+6)7]

a= y=In(x®+5)°>+In(x+6)" =3In (x*+) + 7 In(x + 6)

S L7
(x*+5) (x+6)

y
b= y=In [(x3 +5)3(x+6)7]

~ 1
~(x* +5)%(x+6)’

y [3Bx® +5)2(3x2)(x +6)7 + 7(x + 6)° (x* + 5)°]

6. y=Iny3x-7x3x-1
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y= In\/3x—73\/x5 -x?

y = In(3x - 7(x6 - x3)%j%

" (3x7(x61x3)%)% %(BX -7 _Xa)%)_% .(3_£(X6 ) (o _BXZ)j

7. y — 23)(2
=y=a'-InaVv
y'=2% .In2-6x

8. y:a3x2+5x—2

y'=a*"**2.Ina - (6x +5)

_ 35x2—7x+3

9. vy
y'=3%"7%.1n3.(10x - 7)

10. y= b4x2+5x+6

y'=b** "5 .Inh . (8x +5)

11, y=2%%
y.zzxx—fj in 2| %-6)-(x+5)
(X +5)?
K2+t
12. y=5 <
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

v 5x2+§+1 Ins. ex(x +1)— (x2 +1)
(x +1)
y= bec2+x2

y'=he® ™ (2x)

3x+5

y=X

y'= x> [ﬂ + Inx(3)}
X

XZ

y=e

2= y=¢e".2x

y=¢
y'=e>" . 10x

y= esz—7x+2
y|: e3xz—7x+2(6x _ 7)
(3x*-7)

y=e X-5

ber) 6X(x ~5)—(3x* - 7)

':e X-5

d (x-5)

y'=x° {e—+ In xex} (Demidovich, B., 1980)
X
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Nota: Para derivar una funcién exponencial,
especialmente cuando se trata de una variable con
exponente variable, lo mejor es, en primer lugar, tomar
el logaritmo natural de la funcion y después derivar,
considerando que la derivadade y es y’

Asi por ejemplo en el ejercicio y =x° se resuelve con
mayor elegancia de la siguiente manera:

20. y=x°

Tomamos logaritmos en ambos miembros de la
igualdad.

Iny =In x¢
Aplicamos las propiedades:

Iny =¢e* Inx
Derivamos:

1 y'=e* Inx + ¢

X

Despejamos y’ y remplazamos:

N e
y'=x° [ex +Inx+—}
X

21. y=x%.e*Inx*

, 1
y'=3x’e¥Inx’ + x°e™.3Inx* + x’e> =-.2x

X
In(x2-1
In(x+1
22.y=7 x
in(x?-) L o n Xt (2 _q), X1 X1 (x+1)
. bea) x2—1( X)nx—l nlx )x+1 (x-1)?
y'=7 *1 .In7 x+1)
In?=-~
x-1
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3

23. y=(x? —5x)

a y—(x?-sx)° {& in(x _5x).3x2}

x? -5

3

b, y= (x2 - 5x)X

Iny = In(x? -5
Iny=x° -In(x2 —5x)

i.y-:3xz n(x? —5x)+x)3((22fxs_:)
y'=(x? _5x)x{3X2 Infx* ~5x)+ %}
24. y=(ax? - 7f
y=(axz —7f -{%Z—ZSL nfex? 7). b +5) ZX}
25. y=x"
u=x v=x'
e v=x*[l+Inx]

y'=x" [X?+ Inx-x*(1+ In(x))}

SR [==
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A==k

Iny = %[In(x ~1)+In(x=2)=In(x —3)-In(x — 4)]

X_;{lJfl_l_l}
y 2[(x-1) (x-2) (x-3) (x-4)

e R =)

27. y=x%> In(xz)- 5%

Iny =[Inx® +Ine* +In.In(x?)+ In5* |

1 1 1 1 1
'=(x%*In|x?)5% ] = -3x*+—e* .3+ .~ .2X+—.5%.5
y ( ( ) {XB e3x InXZ X2 5x :|
(Demidovich, B., 1980)

ACTIVIDAD DE AUTOEVALUACION

- La resolucién de los ejercicios propuestos se la debe
hacer paso a paso, no mirar el texto, pero pudiendo
utilizar el formulario. Una vez finalizado el ejercicio
compare el resultado obtenido con sus comparieros,

sino coinciden, repita el ejercicio.

- Latarea de aprendizaje comprende, para su resolucion
rapida y exacta de la aplicacion de las formulas
pertinentes y el dominio de las operaciones que se
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realizan con las funciones algebraicas y trascendentes,

asi como la perfecta comprension de su significado

matematico.
(Estevez, B., 2015)

- Resuelva los siguientes ejercicios:

L Y=log

1+x?

2. y=In+1-x*

1+x2
1—x?

3. y=In

4. y=(x?+5)""

5. y=(4x?—7)¥V*S

6. y= (x-1)(x-2)

(x=3)(x—4)

7 y—InW/—X'1+In1/XBJr1

' X+1 x® -1
X

8. y=In(1-x)-

1+\/;

(Demidovich, B., 1985)

1-x2

'=loge
y=10 xil+x2i

x+D(x-1)

2+ X+D) (X2 - X +1)
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DERIVADAS DE LAS FUNCIONES
TRIGONOMETRICAS. -

y = Senv y'=Cosv.v'

y = Cosv y'=-Senv.v'

y =Tgv y'=Sec’v.V'

y = Ctgv y'= —Csc’v.v'

y =Secv y'=Secv.Tgv.V'

y =Cscv y'= —Cscv.Ctgv.v'

EJERCICIOS RESUELTOS

1. y=Sen(2x) y'= Cos(2x)2
2. y=Sen(ax?) y'= Cos(ax? | 2ax)
3. y:Sen(x2+3x+l)
y'=|Cos(x? +3x +1)|(2x + 2)
4. y=Cos(2x)—Sen(3x)
y'=[-Sen(2x)}2 —[Cos(3x)]3
5 y= tgm
y = tg(x? +1)%
y'= Secz(x2 +1)% %(xz +1)_% (2x)

y'= [Secz(x2 +1)%} x(x? +1)_%
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6. y=3en iiig
' Cos x%+3)| (2x) (x® =5) — (3x*) (x* +3)
Y= x* -5 (x* =5)?

7. y=Sen|(x®-5)" (x’ —8)°]
y'=Cos [(x* —5)7 (x" —8)° |[7(x® —5)° (3x*)(x" —8)° - 6(x” —8)°(7x®)(x* —5)' |

8. y=Sen[In(x’ -5)|

1
(x* -5)

y'=Cos In(x? —5)]{ .(2x)}

5x 2

9. y=[sen(2)[**™™  (Demidovich, B., 1980)

5x2 6x* 2 — 2
y'= [Sen(2x)]ees® ! ZCos(Zzg[r::;)i(Bx)] +Insen(2x )[cos(3x)[* (% +In cos(3x).10xﬂ

ACTIVIDAD DE AUTO EVALUACION

- La resolucion de los ejercicios propuestos se la debe
hacer paso a paso, no mirar el texto, pero pudiendo
utilizar el formulario. Una vez finalizado el ejercicio
compare el resultado obtenido con sus comparieros,

sino coinciden, repita el ejercicio.

- Para derivar funciones trigonométricas, motivo de la
siguiente tarea de aprendizaje, se debe aplicar las

formulas correspondientes, y desarrollar cada ejercicio
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con sus particulares operaciones algebraicas,

trigonométricas, exponenciales y logaritmicas.

- Resuelva los siguientes ejercicios.

y = tg| sen ——
COSX
VX +4 )
y=sen — .sen(4x )

12
y = (\/1—x2 Jar-1+ lensenx)l

y= [COS(3X)][Sen(4X)]‘g(4X2)

1
y =sen
X
x—sen[ j
X — senx
=In 1
y=n- 2
X —sen(x’ +1)
X
1 tg§+2—«/§

y= U
V3 tg)2(+2+x/§

3 1
1+ 2senx
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8. y:XTJrl (x+1)2+4+2In[(x+1)+ (x+1)2+4}

y'= /542X + X?
9. yzgx/sz +5+iln(x\/§+\/2x2 +5)

22
10. y = 3X6+ 2 Jax? 4 ax+ 7 - Zif in{3x + 2+ VOx? +12x - 21

(Demidovich, B., 1985)

DERIVADAS DE FUNCIONES IMPLICITAS. -

Gy, 99,

Cuando se da una relacion entre “x” e “y”; por medio de una

ecuacion no resuelta para “y”, entonces “y” se denomina
funcién implicita de “x” asi por ejemplo.

x?2—4y =0 FUNCION IMPLICITA

[t

En esta ecuacion “y” se define como funcion implicita de “x”.
Es claro que por medio de esta ecuacion “x” se define
igualmente como funcion implicita de “y”.

A veces es posible resolver la ecuacidn que define una funcién
implicita con respecto a una de las variables, obteniéndose asi
una funcién explicita. Por ejemplo:

2

y:XT FUNCION EXPLICITA

En esta Gltima ecuacion “y” aparece como una funcion
explicita de “x”, pero puede ocurrir que en algunos casos el
despeje o la resolucion no sea posible o que resulte demasiado
complicado para una aplicacion comoda.
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Por lo que a continuacion enunciamos una regla para derivar
funciones implicitas. (Leithold, L., 1992)

DERIVADA DE LAS FUNCIONES IMPLICITAS. -

Derivar la ecuacion término a término considerando a “y”
como una funcién de “x”, y de la ecuacion resultante, despejar

d
d—y para esto tomar en cuenta que:
X

dy _

dxy

d
2 =2y.y
dxy y-y

(Purcell, E. y Varberg, D., 1993)

EJERCICIOS RESUELTOS

1. 4x-3y=5
a) Despejandoy
_4x 5

3 3
y'—ﬂ
3
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b) Considerando implicitas

= (@x)-= (3y)= <)

4-3y'=0

3x*—2x* +8=y’ —y
12x° —4x = 2yy'—y'

y'(2y —1) =12x® — 4x

_12x° —4x
2y -1

4. 15x —3y°® —5y® =3x* -7x°

15-15y*y'-15y°y'= 6x — 21x°
y'(~15y* —15y?)=6x — 21x> —15

y'= 6x —21x* —15
—15y* —15y?
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5. x’y*-x=2y-1 u'v+uv'

3x’y? + 2x°yy'—-1=2y'

. 3xiyt-1
y=22Y —2
2-2X%y

6. x'y®—x’y? =ax’ u'v+uv

4x°y® +3x*y?y'-2xy? — 2x*yy'= Sax*

. bax’ —4x’y® + 2xy?
3x'y? —2x%y

7. ax® —2x’y —xy’ =x’y® —3x’y* —2xy*®
Bax® —6x°y — 2x°y'—y’ —7xy°y'= 2xy® + 3x°y?y'-9x’y* —12x°y’y'-2y® — 6xy’y'

. —6ax® +6x°y +y’ +2xy° +9x’y* +2y°
—2x% —7xy® —3x%y? +12x°y° + 6xy?

8. x2y® —3x%y* +2xy* = 7x°y? + 6,y

2xy° +3x2y?y'-9x%y* —12x°y’y'+2y°® + 6xy’y'= 21x?y? +14x3yy'+3y_%
3x2y?y'—12x°yPy'+6xy’y'—14x°%yy' = 21x°y? + 3y7}/2 —2xy® +9x%y* —2y°
y'(3x2y2 —12x%y® + 6xy° —14x3y): 21x%y? +3y_}/2 —2xy® +9x’y* - 2y°

. 21x%y? +3y7% —2xy® +9x%y* —2y°
3x%y® —12x°%y? + 6xy® —14x°y
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9. 4xy* -3x’y* + ZX%y% =X +2./xy

4y* +16xy°y'-9x’y?® — 6x3yy'—3x%y% —%x%y%y':1+ x 2yt 4 x/2y oy

y'= 1“‘)(_%)/}/2 —4y* +9x%y? +3x}/2y%
16xy° —6x3y—:x%y% _x’2y

10 8x 2 _Bx® J3x?
Yy

8x’2 .y % _\[Bx 2.y = fax oy

12x72 .y +%x%y%y'—g\/§x}/2 Y2+ 2(B)ex 2y ty'= 2(3)}/2 x oy —%(3)}/2 x 2y Tay

2
3
?x%y% +2(6)%x 2y + 12_;(3)}/2 x 2y s

(@)ex Foy 7 —1axr .y T4 g\/gx% 7
y'=

11. ¥ +y= sen(x + y)—COS(X —Y)
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e¥ -y'+y'=cos(x +y)-(L+y')+sen(x —y)-(1-y)
e¥ - y'+y'=cos(x +y)+y'cos(x + y)+sen(x —y)—sen(x — y)-y'

_ cos(x+y)+sen(x-y)
e’ +1-cos(x +y)+sen(x —y)

12. xy? —sen(xzyz): sen> . cosY

y X
yZ + 2xyy'— cos(xzy2 Xnyz + 2x2yy'): cos(xy‘1 Xy‘l + xy‘zy‘)+ sen(yx‘1Xy'x‘l + yx‘z)
. —yE+2xy? cos(xzy2 )+ y cos(xy’1)+ yx’zsen(yx’l)
Co2xy - 2x2ycos(x2y2 )— Xy ? cos(xy’l)— x’lsen(yx’l)
13. \/xy — arctgx%y% - In(xy2)= arctgh (xyz)

lx_%y% +£X%y_%y'_—

-Ex% -y% —arctgx% %y%y'—%(yz + 2xyy'):
Xy

2 2 1ix 3
1 2
\y* +2xyy'
oy Y 2w
2. H o h
Cx 3.y
1 _% % B 3 y B y2 y2
X y 4 2 + 2,,4
ym 2 1ax%  xy? 1-(x%y?)
1 v -y % 1 -2 2Xxy 2xy
—X72y 72 —arctgx? - =y 3 + -
PR FrgY Xy? 1—(x2y4)
4
14. Si: b®x* —a’y? =a’b? Verificar que: y"(x):—%
ay

- Primera Derivada

104



MATEMATICA 1l APLICADA A LA ADMINISTRACION Y FINANZAS

2b*x —2a’yy'=0

- Segunda Derivada

_a’h’y—a’’xy'

y'= a’y?
g D =xy)
a?y?
2
(o2
n a y
y = aZy?
20,2 W2y2
bz(a Yy Z—b X j
n a y
y'= a’y?
b2 2 2_b2 2
y'= (a y4 3 X ) pero a’y? —b?x? =—a’b?
ay
entonces
., a'b?
y :_a4y3
b4
y”__azys
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15. Si: 2xy —3x2y? +5=0 Verifique que: y"(x)= —6—2/
X

Primera Derivada
2y + 2xy'-6xy’ —6x°yy'=0

y'(2x - 6x2y): 6xy> —2y

._ bxy* -2y
Y=o Aty
2X—6X°y
. —2y([1-3xy)
2x(1-3xy)
y':__y
X
Segunda Derivada
n IX_
y'= y : y
X
Y (x)-y
yll_ X
X2
n 2y
'

Tercera Derivada
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2y +2xy'—12x°y® —12x°y?*y'=0 Yo 2x°y'—4xy

X
=2y +12x%y°
2x—12x%y? ZXZ[_yj—4Xy
i X
y''= ;
. —2y[1-6x%y?) X
Y=o 1-6x%y?
Y= —2Xy — 4xy
4
X
-
w —bXxy
X4
y'd1)=-1
oW by
yro VXY y ==
XZ
16. 2xy —4x%y® =5
W (-1-1)
Y=
(Calcular y’=?,
y'(@1) =2 y’=? en el punto
(1,1)

17. Obtener el volumen desde y’ "y’ si:

3x%y? —2y® +4xy =3 en (1,1)
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6xy® + 6X°yy'—4yy'+4y + 4xy'= 0
y'(6x2y —4y + 4x) = 4y —6xy’

_ —4y—6xy?
6X°y — 4y + 4x

_ —2y(2+3xy)
- 2(3x2 -2y + 2x)

y'= —3xy% +2y
3x% -2y + 2x

3+2

"1 = -
y'iy 3-2+2

o
y'@y = 3

_ (3y2 + 6xyy'+2y'X3x2y -2y + 2x)— [(3xy2 + 2yX6xy + 3x2y'—2y'+2)]

- (xy -2y -+ 2xf
..(11)_{3+6(_Zj+2(_:ﬂ[3—2+2]—(3+2)[6+3(_gj_z(_g}rz}
o (3-2+2)

1y 188

y'@1 = >

(Demidovich, B., 1980)
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ACTIVIDAD DE AUTO EVALUACION

- La resolucion de los ejercicios propuestos se la debe
hacer paso a paso, no mirar el texto, pero pudiendo
utilizar el formulario. Una vez finalizado el ejercicio
compare el resultado obtenido con sus compafieros,

sino coinciden, repita el ejercicio.

- Para derivar funciones implicitas, motivo de la
siguiente tarea de aprendizaje, se debe aplicar la regla
correspondiente, y desarrollar cada ejercicio con sus
particulares operaciones algebraicas, trigonométricas,
exponenciales y logaritmicas.

- Resuelva los siguientes ejercicios.
1. 3x’y*-Bxy*-2xy =0

2. X" +x1y7 gyt

3. ax®y* + bxy® = cx?y? + d/x

4. y=Cos(x—y)

5 e=Sen(x+y)

6. xy? =Senx’y?
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7. Xy=3en §+Cos% (Demidovich, B., 1985)

INTERPRETACION GEOMETRICA DE LA
DERIVADA.

El valor de la derivada en cualquier punto de una curva es igual
a la pendiente de la recta tangente a la curva en aquel punto.

En otras palabras la derivada f'(x) en un punto X, representa el

valor de la pendiente de la tangente a la curva y = f(x) en el

(x,f(x)).

EJERCICIOS RESUELTOS

Hallar el valor de la pendiente de la recta tangente a la curva
x?, en el punto x = %2 y el 4ngulo de la forma con el eje x.
Calculamos la derivada de y = x?

y’ =2x

Para hallar la pendiente de la tangente en x = %, basta sustituir
este valor en y’, entonces.

Vi =2(1/2)=1
De donde m=y =tg B=1
Por lo tanto f=arctag 1 =45° (Leithold, L., 1992)

Dada las ecuaciones

X2 +y?—12x—6y+250 A X*+y?+2x+y=10
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Demuestran que sus pendientes son iguales en el punto (2;1)

ACTIVIDAD DE AUTO EVALUACION

- La resolucién de los ejercicios propuestos se la debe
hacer paso a paso, no mirar el texto, pero pudiendo
utilizar el formulario. Una vez finalizado el ejercicio
compare el resultado obtenido con sus compafieros,
sino coinciden, repita el ejercicio.

- Para ejecutar la siguiente tarea de aprendizaje, se debe
aplicar las formulas correspondientes y desarrollar el
ejercicio con sus particulares operaciones.

- Resuelva los siguientes ejercicios

1. Dada la curva x*y®—3x’y*+2xy’=5. Calcular la
pendiente de la recta normal al punto (1;1)

2. Dada la ecuacion 4x* +9y® = 40. Calcular la ecuacion

de las rectas normal y tangente con el punto de
tangencia. P(1;2)

3. Calcular las coordenadas del vértice de la pardbola
y = x> —4x+1 teniendo en cuenta que la pendiente de
la tangente en dicho punto es igual a cero.

4. Calcular las pendientes de las tangentes a la parabola y
=x? + 5x-6 en los puntos de la interseccién con el eje
X. (Demidovich, B., 1985)
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APLICACION DE LA DERIVADA — OPTIMIZACION.
PRESENTACION

En este capitulo tratamos el estudio de los puntos extremos de
una funcion, es decir, el calculo de maximos y minimos con la

aplicacion del método de la primera y segunda derivada.

Se resuelven y plantean problemas en los que se requiere
obtener resultados 6ptimos, lo que se denomina optimizacion

que no es mas que la aplicacién de méximos y minimos.

Una de las aplicaciones mas importantes del calculo diferencial
se presenta en los llamados problemas sobre maximos y
minimos, que es un instrumento fundamental para minimizar o
maximizar determinado fendmeno, es decir, obtener un

resultado 6ptimo para un conjunto de posibilidades.

OBJETIVOS

- Utilizar el criterio de la primera y segunda derivada de una

funcion para hallar médximo y minimos de la funcion.

- Dada una funcién, encontrar los puntos de inflexion (si
existen) y los intervalos donde la funcién es cdncava o

convexa.

112



MATEMATICA 1l APLICADA A LA ADMINISTRACION Y FINANZAS

- Aplicar los conceptos de primera y segunda derivada en la

resolucion de problemas préacticos de optimizacion.

ORIENTACION METODOLOGICA

El estudio de esta capitulo se recomienda se lo efectué por
secciones. En una primera seccion se estudiara la funcion
creciente y decreciente, comprendido el tema pasar a estudiar
maximos y minimos y los criterios de primera y segunda
derivada para el célculo de los mismos, entendidos los dos
temas, pase a estudiar optimizacion como una aplicacion de

mAaximos y minimos.

Por cada uno de los temas estudiados, le recomendamos ir
preparando un formulario, para que este se lo pueda utilizar en

la resolucion de los ejercicios propuestos.

CONTENIDO FUNCION CRECIENTE Y
DECRECIENTE

Funcion Creciente.- Una funcion y=f(x) es creciente si “y”
aumenta (algebraicamente) cuando “x”’ aumenta.

En otros términos, f(x) es creciente si su grafica esta elevandose
cuando “x” aumenta.  (Granville, W., 1985)

También podemos decir si una funcion es creciente tomando en

cuenta el signo de su derivada esto se debe a que la derivada es

113



MATEMATICA 1l APLICADA A LA ADMINISTRACION Y FINANZAS

la pendiente de la recta tangente asi: Cuando la derivada es
positiva la pendiente de la tangente es positiva y la funcién esta

creciendo, entonces:

¢+ Si f(Xo) > 0 para cada valor de x=xo en algun intervalo

f(x) es creciente en ese intervalo

f' (x)>o0
C= creciente

v

Figura 10. Funcion Creciente

Funcién Decreciente
(1))

Una funcion y = f(x) es decreciente si “y” disminuye
(algebraicamente) cuando x aumenta.

En otros términos, f(x) es decreciente si su grafica esta bajando
cuando x aumenta.

Tomando en cuenta el signo de la derivada, cuando la derivada
es negativa, la pendiente de la tangente es negativa y la funcion

esta decreciendo, entonces.
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s Sif' (Xo) < o para cualquier valor de X = Xo en algin

intervalo, entonces f(x) es decreciente en ese intervalo.

Fx)<0 |
D

D= decreciente

B

Figura 11. Funcion Decreciente

FUNCION ESTACIONARIA.
Una funcion f(x) es estacionaria en el punto x = Xo:

Si £(x0) = 0, puesto que la curva tiene tangente horizontal

F’(x0)=0
(x)>0 (x)<0 P(x)<0 \d c/ P(x)>0
c / \d
f(x0)=0
P(x) <0 D
C %) >0 )
Px)=0 P(x)=0
D C
P(x)<0 (x)>0

Figura 12. Funcion Estacionaria
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Los valores para los cuales la funcién f(x) es estacionaria [ £(x)
= 0], reciben el nombre de “valores criticos” (Xo) y los puntos
correspondientes de la curva f(x) se denominan “puntos

criticos” (Yo = f(Xo))

C D
(x)>0 P(x)<0
’(Xo0) 2 « (X)) >
(x) >0 (x) <0

Figura 13. Funcion Estacionaria

(Leithold, L. , 1992)

MAXIMOS Y MINIMOS.

En el estudio de esta seccion desarrollaremos un procedimiento
sistematico para poder localizar e identificar los puntos mas
altos 0 mas bajos de una curva y = f(x).

Comenzamos definiendo maximo y minimos relativos.
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MAXIMO RELATIVO

Se produce cuando una funcion deja de crecer y comienza a

decrecer, es decir se produce cuando el signo de y’ cambia de

+a—.
P(x)>0 Px)<0  PEx)< OU’(X) >0
Méximo relativo Minimo Relativo

Figura 14. Maximo y Minimo Relativo

MINIMO RELATIVO

Se produce cuando una funcién deja de decrecer y comienza a
crecer, es decir se produce cuando el signo de la derivada y’
cambiade —a+

Asi por ejemplo sea la curva

Figura 15. Curva de Maximo y Minimo Relativo
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La funcion representada tiene dos maximos, uno en x = c y otra
en X = e, notese gque un Maximo no tiene que ser un punto mas
alto de la grafica. Es maximo solamente con relacion a los

puntos cercanos.

La funcion tiene dos minimos x = d y x = f, de la misma
manera un minimo es un punto que es mas bajo que cualquier
punto cercano de la grafica.

Un minimo no tiene que ser el punto mas bajo de la grafica, es
minimo solamente en relacion con los puntos cercanos. Mas
aun en la gréfica, el minimo x =f es en realidad mas alto que

el mdximoenx=c

Para determinar los maximos y los minimos absolutos de una
funcion continua en un intervalo a < x < b, localice todos sus
puntos criticos y calcule su valor f(x) calcule f (a) y f(b) el
mayor y el menor de todos estos valores son el maximo y el

minimo absolutos.

CONCAVIDAD Y CONVEXIDAD.

CONVEXA
Se dice que una funcidon f es convexa en un intervalo, si para
todo a 'y b de este intervalo, la cuerda que une (a, f(a)) con (b,

f(b)) queda por encima de la gréafica de f.
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[ convexa y=fix)
!
{b.freh

J

Figura 16. Funcion Convexa

Esta condicion, puede expresarse de manera analitica, que
algunas veces resulta mas util para las demostraciones, de la
siguiente manera:
La recta entre (a, f(a)) y (b, f(b)) tiene por ecuacion

y=1f(b) - f(a) (x - a) + f(a)

b-a

Como, por definicién, la recta queda por encima de f se tiene
que : y > f(x) esto es:

f(b) - f(@) (x - a) + f(a)

> f(x)
b-a
f(b) - f(a) (x - a) > f(x)
f(a)
b-a
luego

f(b) - f(a) > f(x) - f(a)
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b -a X - a
Vxtal quea < x < bh.
Definicion.- Una funcion real f se dice CONVEXA en A si V
X,y € Atal que x < y se cumple que:
F(1-&)x +&y) < (1-&)f(xX) + & f(y) para todo
0<&<1 (Lara, J. Arroba, J., 1998)

La definicidn de concavidad es como sigue:

CONCAVA

Se dice que una funcién f es cdncava en un intervalo, si para

todo a y b de este intervalo el segmento rectilineo que une

(a,f(a)) con (b,f(b)) queda por debajo de la gréfica de f.

El significado geométrico de esta definicion se ilustra en la

figura 29.
y i

f eoncava

i (e, [ {al)

M

Figura 17. Funcion Concava
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Es claro notar que las funciones concavas son de la forma de
—f, donde f es convexa. Una definicién equivalente de
concavidad de f, es:
f(b) - f(a < f(x) - f(a)
b -a X -a

Definicion.- Una funcién real f se dice concavaen Asi V X,
y € A, tal que x <y se tiene

F(L - &x +&y) 2 (1 - &) f(x) + &f(y),

0<& <1

Teorema 5.- Sea f continua en [a, b ] y derivable en Ja, b[
a) Sif escreciente en ]a, b[ en particular si £°> 0 en ]a,
b[ entonces f es convexaen [a, b]
b) Sif” esdecreciente en ]a, b[ en particular si f’<0en ]a,
b[ entonces f es convexaen [a, b]
1. Determinar los intervalos de convexidad y de concavidad
de la funcion f definida por:
f(x) = x® -6x? +18x + |
Para esto calculamos la segunda derivada de f:
f'(x)=3x?-12x + 18
f"(x) = 6x -12
Luego para el intervalo de convexidad se tiene que:
f**(x) > 0 Es decir que: 6x-12>0-2> x> 2;
es decir que la curva es convexa en el intervalo ] 2, +

oo[. En el intervalo de concavidad se tiene;
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f"(X) <0 Esdecirque: 6x -12<0=»x<2,es
decir que la curva es concava en el intervalo ] — «,2

[.El Figura de esta funcién se muestra en la figura 18.

fro)axi—6z® + 18z + 1

flixh=0

COnvexXa

iz <0
/ cOnciva

AN

Figura 18. Funcién Cdncava y Convexa

CRITERIO DE LA PRIMERA DERIVADA

1. Halle la primera derivada de la funcion y’(x)

2. lguale la primera derivada a cero y’(x) =0
Encuentre las raices reales. Estas raices son los
“valores criticos” Xc.

3. Analice los valores criticos.
Para eso: considere los valores criticos uno por uno.
Representando estos valores sobre el eje de abscisas, de
esta manera se establecera un cierto numero de

intervalos a analizar.
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Determine el signo y’ en cada uno de los intervalos, un
poco a la izquierday un poco a la derecha de cada valor
critico xc.

Si el signo de y’ pasa de + a —, entonces la funcion tiene
un maximo para ese valor critico xc.

Si el signo de y’ pasa de — a +, entonces la funcion tiene
un minimo para este valor critico.

Si el signo “no cambia” la funcion no tiene ni maximo
ni minimo para el valor considerado.

(Leithold, L., 1992)

CRITERIO DE LA SEGUNDA DERIVADA:

1.

2.

Halle la primera derivada de la funcion y’(x)

Igual a cero y’(x), resuelva la ecuacion y’(x) = 0, las

raices reales son los valores criticos de la variable xc.

Halle la segunda derivada y’’(x)

Sustituya en la segunda derivada, en lugar de la
variable, cada uno de los valores criticos obtenidos.
Siy”’(xc) <0, lafuncién tiene un méximo para ese valor
critico

Si y”’(xc) >0, la funcidn tiene un minimo.
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Cuando y’’(xc) = 0, 0 bien no existe maximo o minimo, o este
procedimiento no es aplicable, aunque todavia puede existir un
maximo o un minimo . En este caso se debe aplicar el primer

método, que es el fundamental.

Se recomienda utilizar el segundo método cuando la obtencion
de la segunda derivada no es demasiado larga, este método por
lo general es el méas conveniente.

No debe confundirse la concavidad con los conceptos de

crecimiento y decrecimiento de funciones.

Una funcidn es concava puede ser creciente o decreciente en
ese intervalo igualmente una funcion que es concava puede ser

creciente o decreciente, asi.

IS

Concava y decreciente Concavo y creciente

convexay creciente convexa y decreciente

Figura 19. Concavidad y Convexidad
(Leithold, L., 1992)
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PUNTO DE INFLEXION.

Es un punto en el cual la curva pasa de concava a convexa o
viceversa

A continuacién, anotemos una regla para llevar los puntos de

inflexion de la curva Y = f(x).

La regla comprende también instrucciones para examinar el

sentido de la concavidad.

- Calcule Y” (x)

- Haga Y” (x) =0y calcule sus raices estos valores de Xo
seran puntos de cambio de curvatura (considere
Unicamente las raices reales)

- Realice un andlisis de cada Xo para valores un poco
menores y un poco mayores si £’(x) cambia de signo si
tenemos un punto de inflexion
Esto equivale a que £7’(x) # 0 (cuando exista tercera
derivada)

- Cuando f” (x) es positiva, la curva es concava +
Cuando f” (x) es negativa la curva es convexa —

Asi por ejemplo en la curva:
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Figura 20. Puntos de Inflexién

EJERCICIOS RESUELTOS:

1. Indigue los intervalos en los cuales la curva es creciente y

decreciente si

f(x)=2x3+3x?—-12x -7

calculamos y’

Y =6x2+6x—-12=6 (x2+x—-2) =6 (x+2) (x-1)

calculamos valores criticos xc, cuandoy’ =0

0=6(Xx+2) (x-1)

X=-2 x=1

calculamos puntos criticos, reemplazando xc eny (x)
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Y(-2)=2(-8)+3(4)-12(-2)-7 =-6+12+24-7
Y(-2) =13
= Pcy=(-2,13)

Y1) =2(@1) +3(1)-12(1) -7

Y(1) = 2+3-12-7 =-14

=Pc2=(1,-14)

Hacemos un analisis de y’ (x) muy cerca de xc para saber si son

mMaximos 0 minimos

-3 -2 -1 0 1 2
+-- ++ - ++ - +++
+ - - +
>0=C <0=D <0=D >0=2C
Max Min

Ejemplo: con (-3)
y’=6(x+2)(x-1)
y=+()()
Calculamos puntos de inflexion cuando y’’ (x) =0
Y’ (x)=12x+6
0=12x+6
0=6(x+1)
x=-1
= y(-1)=-2+3+12-7=6 PI1=(-1,6)
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Esbozamos la gréfica de la curva

13

Figura 21. Funcion Concava y Convexo

CONVEXA

2.- Dada la funcion y = 3x* — 8x3 — 6x2 + 2
y’ = 12x% - 24x% + 12x
0=12(-2x>+x) => 12x (xX* —2x + 1)

0=12x (x—1)? y|’ -0 0 1 0

|| |
12x =0 (x—1)2=0 AW +/‘ +/‘

Xcl=0 Xc2=1 MIN
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Pc (Xc ; f(Xc))

(-0;0) D
Pcl1(0,2) MIN 0;1) C
Pc2 (1, 3) (1,0) C

y” = 36x2 — 48X + 12

0=12(3x*—4x +1)

vl

Figura 22. Valor Minimo
0=12(3x—-3) (3x—1)
3
Pc(0, 2)

X1=1 X2 =1/3

y* 13 1

Y Y
Pil=(1;3) Pi2 = (1/3 ; 2,4)
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3.-Dado la curva 'y = 3x* — 10x® — 12x? + 12x — 7. Determine

los puntos
y> = 12x% - 30x% — 24x + 12

0= 12x3-30x? - 24x + 12

y” = 36x% — 60X — 24
0 =12(3x2-5x-2)
0 = 12(3x—6) (3x + 1)

3

X=2 x=-1/3
yil=-63 vyi2=-1192

Figura 23. Varios

y” -0 -1/3 2 +o0
Ax+1| - + +
X=2| - +

P2(-63,p)
AN\

4.-Dado la curvay = x* — 6x + 2
Yy =4x>-6
0=4x3-6
4x3 =6

x3=3/2

(-11,92;

(0;2)

Xc= 32 =114
Pc (1,14 ; - 3,15)

y 1 @2 2

-I \4 I\/IIIN+/

Yc=-3,15

N\

Figura 24. Interseccion

130



MATEMATICA 1l APLICADA A LA ADMINISTRACION Y FINANZAS

y” = 12x2
0 =12x?
x=0

A4 X/
Cv Cv

5-y=x*® determine cual es el Pi

Y =2x12 -1 ox=0 1
3 Vi) ——1 |
Y'=2x1® = 2 no hay punto
3 N de imfiexion
0=_-2
N
x=0

Figura 24. Sin punto de Inflexién

6.-Si y = (x — 1)** indique si tiene punto de inflexion y cual es?

y=3x-1 ¥ & |

3 v ——1

i
.10 i 10
"= _(y-1)4= 4 Cv
y 9[1 ) 9iflx-1 :
Figura 25. Curva Creciente

0=_10 Pi=(Xi, f{xi)

NE=1 (1.0)

=(1;0) P4

Xi=1/ /
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OPTIMIZACION.

Una de las aplicaciones mas importantes del célculo
diferencial, se presenta en los llamados problemas sobre
maximos y minimos es un instrumento fundamental para
minimizar y maximizar determinado fendmeno, es decir
obtener un resultado 6ptimo para un conjunto de posibilidades.
En un problema de optimizacion tenemos un objetivo, es decir
el pardmetro o la cantidad que deseamos maximizar o
minimizar y ademas una o varias alternativas que son las
restricciones propias de cada problema.

Cada vez que se empleen palabras como: méas grande, mayor,
mas pequefio, mejor, méximo rendimiento, maximo alcance,
minimo costo, minimo tiempo, etc. podemos traducirlas al

lenguaje matematico en términos de maximos y minimos.

Es necesario que recordemos que:

- Circulo : perimetro=2n r area = r?
. .z _ 2 _ oz
- Sector Circular: area=r 2 o« = angulo del centro

medido en radianes.
- Trapecio: area= (b+B)h
—
- Cilindro recto circular de altura h y radio basal r: volumen
= nr’h
superficie lateral = 2nrh
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- Cono recto circular de altura h y radio basal r :

2

nrh ..
volumen = ; superficie lateral =t rL

con L =-/r? +h?

. 4nr? ..
Esfera de radio r: volumen = i superficie = 4nr?
A continuacién, enumeremos los pasos guias que se debe tomar

en cuenta en la resolucion de este tipo de problemas.

1. Traducir al lenguaje matematico el enunciado del problema.

Para ello:

a) Trace una gréafica de ser necesario
b) Asigne una letra a cada una de las cantidades que aparezcan

en el problema

2. Seleccionar la cantidad o maximizar o minimizar y

expresarlo en funcion de las otras.

3. Si la forma que se obtiene depende de dos 0 mas variables se
debe eliminar por sustitucion hasta que solo dependan de una
sola variable.

Para ello se usan las condiciones que se deriven del enunciado.
4. Cuando la funcidn este puesto en una sola variable, bastara

con encontrar su maximo y minimo.
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Para calcular el maximo o minimo aplicar el criterio de la

primera y segunda derivada.

y =f(x)
y =f(x)
calcule y’(x) y factor
y’=7?
haga y’(x) = 0 resuelva y obtenga valores criticos
y’=17?
calcule y7(X)

0=X)2y’2> o
sustituya y”(x) los valores criticos
Xi
siy” (Xc) < 0 MAX.
y’(Xi)=y”>oMIN
siy” (Xe) > 0> MIN

y” <o MAX.
Nota: todos estos problemas una vez traducidos al lenguaje

matematico se reducen a encontrar una "x" para que la funcion

f(x) sea maximo o minimo.
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CAPITULO IV
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EJERCICIOS RESUELTOS

1. Encontrar dos nimeros tales que su suma sea 60 y su

producto sea maximo

Traduciendo al lenguaje matematico
X+Y =60
P=XY

Como P esta en funcion de dos variables nos
servimos de X +Y =60

Y =60-X

EnP

= P =X (60-X)
P(X) = 60X — X?

Calculamos producto maximo

P’(X)=60-2X
0= 60-2X
X =30
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Encontramos el valor critico de la segunda derivada
P’(X)=-2
P’(30) =-2 <0 = max.

Por lo tanto:
X =30
Y =30

P =(30) (30) =900.

2. Encontrar dos nimeros tales que su suma sea 20 y de tal
manera que el cuadrado del primero por el cubo del

segundo sea maxima.

Traduciendo de lenguaje
X+Y =20
X2Y? =P

P depende de dos variables, debemos hacer que
dependa de una sola variable
Entonces nos servimos de X +Y =20
X=20-Y

Sustituimos en P
P=(20-Y)? Y®

Pasamos a calcular su producto maximo
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Chegqueamos :

Por lo tanto,

P(Y) =(20-Y)? Y3
P’(Y)=220-Y)(-1) Y® + (20-Y)? 3Y?
0=(20-Y) Y2 (-2Y+(20-Y)3)
0=(20-Y) Y? (-2Y +60-3Y)

0 =(20-Y) Y? (-5Y +60)
0 =5Y2 (Y-20)(Y-12)
= Y:=0 Ye =20 Yo = 12

P’(Y) antesy después de Y

0 1 11 12 13
20 21
+ - + - +-+
+++
+ +
+
Max. Min.

Y =12 para producto maximo

X =8
= P =(8) (12)° =110592
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3. De todos los rectangulos de perimetro 20 m. ¢Cuél es el de

area maxima?

Si nuestro rectangulo es

X
Figura 26. Rectangulo

Entonces el areaes A = X.Y
El area depende de dos variables (debemos hacer que
dependa de una sola variable)
Para eso nos servimos del otro dato que es el perimetro.
P=2X+2Y =20
= X+Y =10
Y =10-X
Sustituimos en la expresion del area, con lo que nos queda.
A(X) =X (10 —X) = 10X —X?
Pasamos a calcular su &rea maxima
AX) =10-2X

0=10-2X

2X =10

X = 5 valor critico.
AV(X) =-2

A”’(5) =-2<0= es maximo.
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Por lo tanto las dimensiones del rectangulo son:
X=5 Y=5

4.- Una caja rectangular sin tapa debe ser construida de la
siguiente manera una plancha de espesor de 10 x 10 cm, se lo
hara un corte cuadrado en cada esquina como indica en la fig.
y se dobla por las lineas para que la caja encierre el maximo

volumen posible.

___________________________________

10 i

a6 2x —= ’—15-13 4/

i
Figura 27. Caja Rectangular

V'’ (x)

V=(16—2x) (10— 2x) x

SR
I-

V(x) = 4x3 — 52x* + 160x + MAX
2 3 / e

V’(x) = 12x — 104x + 160

x=1=v=mx
0 =4 (3x? - 26x + 40)*2° v=(1) ()2
0=4(3x—20) (3x—6)
3
v= 14w
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5. - Sitres lados de un trapecio miden cada uno 10cm como se
indica en la fig 1 cuenta debe medir el cuarto lado para que

el valor del material con que se fabrique sea max.

Figura 28. Trapecio N0 -xF

I— b4 1[:| oo —| x
A=B.b. h A’(x) = - 4x2 — 20x + 200
2 100 - =2
A=(10+2x)+10  N100 -2 0=-4(x2+5x—50) x#+10
2 100 -2
Ax)=(10 +x)N100 — =2 0=(x+10) (x—3)
xX=3
A(x) =100 —x%) (100 + 20x + x2) B =20
b=10
A@x)= 10000 +2000x — 20x* — x* WY N
A(x) = 2000 — 60x2 — 4x3
(10 +x)N100-=2 Xc=-10 Xc=5
Ax) | |
+ 5 J
4 60 0 2000 MAX

40 200 -2000 | -10
4 20 200 0 |

(Granville, W., 1985)

141



MATEMATICA 1l APLICADA A LA ADMINISTRACION Y FINANZAS

6.- Hallar las dimensiones del rectdngulo de area maxima que

se puede inscribir en una circunferencia de radio S

Figura 29. Rectangulo Inscrito en la Circunferencia

Adel cuadrado = x.y
B

Para determinar la relacion entre x . y consideremos
O
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y

De lafigura AB= ) OB= OA =s

X
2
Por Pitagoras. (O A)> = (OB)? + (AB)? =
2 2
53] +(3)
2 2
2

2
luego 25=X7+y73100=x2+y2

= y=-/100 - x>
= Reemplazandoen A = x.y
Ay =X~/100 - x?
A’
2 2
_00—x? 4+ =2~ fogox? - X _100=2x
2./100 — x? J100-x* /100 - x?
_ 2
0 100=2x" 0=100-2x? X = +/50
+/100 - x*
4x/100-x? —(100-2x?) X :
A"(x)= , 2100=X% _ g Max
100-x
Por lo tanto,
X = /50 y=-/50 (Granville, W., 1985)
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7.-Hallar las dimensiones del depésito cilindrico sin tapa de 1
m? de capacidad, de manera que el costo del material con que

se fabrique se reduzca al minimo.

Traducido al lenguaje matematico, necesitamos una superficie
que sea minima.

Graficando

Figura 30. Depdsito Cilindrico

Superficie = superficie lateral + superficie base.

La funcién superficie S depende de dos variables ry h .
debemos hacer que dependa de una sola variable, para eso
tomamos en cuenta el otro dato.

Volumen = Im?3 = nr¢h
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De donde h= iz
mr

Sustituimos en la expresion de la superficie.

1 2
S= 21tr.—2+1tl’2 ="+ qr?
Ttr r

= S(N=2r1+nr
calculamos el minimo

S’r) =-2r 2+ nmr

0=-2r2 +2nr

02;22+2nr
r
3
0= 2+227'cr
r
2=2mn r

1 ..
r=3/= wvalor critico
T

S’(r) = 4 r®+ 21

S

S"[3 —j=— 2n=4+2n=6n> 0= Min.

NP

Por lo tanto las dimensiones son:
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r:ﬁ hzé

(Granville, W., 1985)

8.-Dos postes verticales de 15y 20 m estan separados 21 m el
extremo superior de cada una, estdn unido mediante un tirante
a una estaca situada en el suelo y en linea recta entre los
postes ¢En qué lugar debe colocarse la estaca para que el

tirante tenga una longitud total minima?
= L2=N400 + (21 — x)?

L1=225 + x?

HL 20m
15

L x 21 — X

Figura 31. Postes Verticales

Lr=L1+L2

Lt (x)= N225+x% + N400+ (21—-x)%2 = 400 + 441 — 42x% + x?

Lt (x)= N225+x? + Nx? —42x + 841

L't (X)= X + x—21
N225 +x2  NxZ_42x + 841

+ Xx—21

0= X
N225 + x2 k2 _42x + 841
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X + 21 -X
N225 + x? Nx? — 42x + 841

X2 + (21 — x)?
225 + X2 X2 — 42x + 841

x4t —42x3 + 841x% = (X3 — 42x + 441) (225 + x?)
x* —42x3 + 841x% = x* — 42x3 + 666X — 9450x + 99225
175%? + 9450x — 99225 = 0
x? +54x —567 =0
(x+63)(x-9)=0
X=-63 x=9

x=9
g 10
L' (x) | | | Lt= N225+ 84 + N400+ 21-9p

TN MIN 2 Lt min = 80,81 uL/
=9

X
(Granville, W., 1985)
ACTIVIDADES DE APRENDIZAJE

- Para un correcto aprendizaje de esta unidad, se debe realizar
una lectura cuidadosa de cada uno de los temas tratados en su

totalidad.

147



MATEMATICA 1l APLICADA A LA ADMINISTRACION Y FINANZAS

- Para su auto evaluacion es recomendable que vuelva a
ejercitarse repitiendo los ejercicios desarrollados
ACTIVIDAD DE AUTO EVALUACION

- La resolucion de los ejercicios resueltos se la debe hacer paso
a paso, no mirar el texto, pero pudiendo utilizar el formulario.
Una vez finalizado el ejercicio compare el resultado obtenido
con el del texto, sino coinciden, repita el ejercicio.

(Estevez, B., 2015)
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CAPITULO V

Integracion:

En el célculo diferencial hemos atendido a calcular las
derivadas de una funcion F’(x) — F(x) cuya operacion se

denota a F (X)=F (x), (F (X)=i)
dx dx

El problema del calculo integral de pende de la operacion,
inversa es decir hallar una funcion F(x) cuya derivada sea F(x)
por lo tanto el célculo integral es la operacion inversa al calculo
diferencial si F(x) es la derivada de F(x) la diferencial de F(x)
se representan mediante el simbolo de F’(x) dx.

Por el diferencial de la variable dependiente podremos
remplazar.

Ejemplo:

1)i F(x)=x ®
dx
dF(x)=3x* dx

2) F(x)=sen x
dF(x)= cosx dx
3) F(x)=arc tgx

dx
dF(X)=
% 1+ x?
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de tal manera podemos del calculo integral.

La funcion F(x) que se obtiene se llama una integral de la
expresion diferencial dada, el procedimiento para hallar se
denomina integracion, la operacion se indica mediante el signo

]

[ F(x) dx = F(X)

OPERACIONES CONTRARIAS

Ejemplos:

1) F(¥)=x*, F (x)dx =3 x*dx, j3xdx =x3

2) F(X)=x 6 , F (x)dx =6 x°dx, _[6 Xxdx =x°

3) F(X)=sen x, F"(x)dx =cos xdx, jcos X dx = senx
4) F(x)=arctg x , F"(x)dx =

dx dx
dx dx = arctg x
1+ x? -[1+ NG g

CONSTANTE DE INTEGRACION

d (x*) =3x%dx
j: 3x%dx = x®

d (x3 +3)= 3x2dx
I3x2dx =x*+3
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d(x3 —7)=3x2dx
j3x2dx =x3-7

La constante arbitraria "C”

se denomina constante de

integracion, y es una cantidad independiente de las variables de
integracion puesto que podemos dar a C cuantos valores que
queramos, es decir que las integrales de una F’(x) tiene una
infinidad de integraciones que solo difieren de la constante de

integracion.

j F(X)dx = F(X) +¢
d(x3 —7)= x2dx
I3x2dx =x>-7
I3x2dx =x’-c

FORMULA DE INTEGRALES

1)j(du+dv—dw)=jdu +Idv—de

Z)I adx = aj dv
n+l

+C

Vv
3)|v'dv =
)I n+1

4)J CC/:Inv+c

\

S)Iavdv: G
Ina
aV

6) |a‘dv= +c
)I Ina

7) .[evdv =e" +cC

8) I senvdv =-cos v + ¢
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9) J' cosvdvc = senv +C

(Leithold, L. , 1992)

CAMBIO DE VARIABLE

f (x —6)3 = 4x3dx

v =x3dx
-
dv = 4x3dx Jv3dv =7 +c
PN
() +c

INTEGRACION POR PARTES

Si uy v son funciones de la misma variable independiente
tomamaos segun la segunda férmula para la diferenciacion de
un producto. u dv + vdu =d (uv)

.[udv= uv—J'UOIW

v = x3dx
dv = 4x3dx

Formula de integracion por partes

Tal vez no podamos integrar u dv directamente ero esta
formula hace que su integracion dependa de dv y también de
du, que pueden ser formulas faciales de integracion. Este
método de integracion por partes es uno de los mas usados en
el célculo integral. (Purcell, E. y Varberg, D., 1993)

Ejercicios:
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Hallar la integral de: X In X

jxln xdx
u=Inx dv = x dx
hallar la integral de: % =x[lnx=
x2 dx x2 1 x2 Inx—x2
Inx—— [—x [ —3[xdx ——+c
1. Ix“dx
5
-Xic
5
dx
2. jx—z
=Ix‘2dx
X' +C
——1+C
X
3 jx%dx
%
:3x L C
5
dx
4. [—=
I 5
—J'xf%dx
—2x’2+C

:2\/§+C

3/x
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= J‘ X "2dx
Verificar las siguientes integraciones.

1 4x 2 )dx atb+c=0
-2a=-2
a=1
b=1
c=-2

4x —2 a b c

Xx—2lx+1) x (x=2)" (x+1)

4x —2=a(x—2)(x +1)+ bx(x +1)+cx(x - 2)
:a(x2 —x—2)+ b(x2 + x)+ c(x2 —2x)
=ax’ —ax—2a+bx® +bx +cx* — 2cx
=x*(a+b+c)+x(~a+b-2c)-2a

(4x — 2)dx dx dx
J.x(x—2)(x+1): Y+J‘(x 2) J.x+1)
=Inx+In(x-2)-2In(x+1)+InCgyy
x? —2x

=In (x +1)°

+C
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» J-(Sx2 —3)dx

NG

5x? -3 a b C

x(x +1)(x - 1) X (x+1)Jr (x-1)

5x? —3=a(x+1)x —1)+bx(x - 1)+ cx(x +1)
=a(x2 —1)+ b(x2 - x)+ c(x2 + x)
=ax® —a+bx* —bx+cx® +cx
=x*(@a+b+c)+x(-b+c)-a

5x% —3)dx dx dx dx
Ixgx+1)(x)(i1)=3-[Y+J(x+1)+-[(x—1)
=3Inx+In(x+1)+In(x-1)+InC
=Inx*(x* -1)+C

3 (4x + 3)dx 4a+2b+2c=0
' J.4x3 +8x% + 3x ga+g+30:4
a=
a=1
b=-1
c=-1
4x +3 a b c

x2x+3)2x+1)  x  (2x+3) " (2x+1)

4x +3=a(2x + 3)2x + 1)+ bx(2x + 1) + cx(2x + 3)
:a(4x2 +8x+3)+ b(2x2 + x)+ c(2x2 +3x)
=4ax® +8ax +3a + 2bx” +bx + 2cx® + 3cx
=x*(4a+2b+2c)+x(8a+b+3c)+3a

dx
2x+3)_I(2x+1)

2x +3)2x+1)

J~X((4X+3)dx J.d—):(—f( dx
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:_lln(2x+l)(2x+3)+c

2 x? R/

(Granville, W., 1985)

INTEGRAL DEFINIDA

Para poder entender el teorema elemental del campo
integral debemos en primer lugar conocer que es la

integracion indefinida.

1
L

Figura 32. Integral Definida
Si la curva AB de la funcion Y es el lugar geométrico

Y=d(x) y si u es la medida del area CDEF donde du=Yd(x)
donde remplazando en du= @d(x))q)

156



MATEMATICA 1l APLICADA A LA ADMINISTRACION Y FINANZAS

Nota: siendo el diferencial del &rea entre la curva del eje de
las x y segunda ordenada “du” si integramos la primera

funcién obtendremos que:
_[du = f@(x)dx yu= J'CD(x)dx

Si la integral de una derivada es igual a la funcion original

mas la constante de integracion:

I@Uﬁk=f(@+c, u=f(x)+Co
Cuando
u=0 X=a

0=f(x)+C 0=f(a)+C
Donde f(x)=-C C=-f(a) C=-f(x)

De la segunda expresion
u=fx-f(x) = fX=-f@a

El area CDEF que se pide es el valor de u cuando y=ay b

b b
el area sera la siguiente IYdy 0 también Id)(x)dx
a a
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PASOS
I PASO. -
Integrar la expresion o funcion diferencial dada.
Il PASO. -
Remplazar la variable en esta integral indefinida en
primer lugar por el limite superior después por el inferior y
luego restar el segundo resultado del primero.

(Leithold, L. , 1992)

Ejemplo:

3 3
x2dx =~ _43—13_21R//

4
!
n
jsenxdx —cosx]y =—cosIT+cos0=2R//
0
0

dx 1 :
. arctg
+x2 |a a,

a
{ L arctg a_l arctg }
a a
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Ejercicio 1. -
Hallar el area limitada por la parabola y=x?, en el eje de

las x y las ordenadas x=2 y x=4. szdx
2

Datos: _ X
y=x? 30,
i 3 3
Area= =i_£
_ 3 3
X=2 64 8
x=4
F
X Y a |
7L
2 4 s [
e[
3 9 a4
g
4 16 2 [
4 |
0 0 >
1234

Figura 33. Area Limitada

Ejercicio 2.-
Hallar el area limitada por el circulo en el eje de las x y

las ordenadas x=-3 y x=4. ,

Datos: Area= IV 25— x"dx
'3

x2+y =25 X 25 x1*
=|2./25—x? + ~Zarcsen—
2 2 51,
x=-3 25 4 25 3
=6+ —arcsen—+6—-—arcsen ——
x=4. 2 5 2 5

=31.6R// 159
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y=4/25-x°

X
-3 4
-2
-1 16
0 0
-¥
Hallar:
j.(azx—xg)dx—a‘t— a’x® _x* " _[a%? _at a—M—iRN
5 4 2 4 |, 2 4 | 4 4
[ & —1-xtax =[x -x} 4" —e?=1-0-1
) X A
1
j dx _ /3_1=
03— 2X
1
[ dx } =arcseng+C
3-2x |, 3

=-/3-1R//l

(Granville, W., 1985)
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